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Voorwoord

Deze syllabus is ontstaan uit aantekeningen door enige studenten en mij-
zelf van het college Numerieke Algebra, dat ik aan de Universiteit van
Amsterdam heb gegeven gedurende het eerste semester van het academische
jaar 1969/1970.

Er wordt hoofdzakelijk aandacht geschonken aan numerieke oplossingsmethoden
voor lineaire algebraische problemen, met name stelsels lineaire verge-
lijkingen en eigenwaarde-problemen.

Hierbij is een keuze gemaakt uit enige belangrijke methoden; vrijwel uit-
sluitend methoden geschikt voor volle (dwz. niet-schaarse) matrices komen
ter sprake.

De lezer wordt verondersteld enige kennis te bezitten van de lineaire
algebra, met name: vectoren, matrices, lineaire stelsels, eigenwaarden en
eigenvectoren (zie bijvoorbeeld het eerste hoofdstuk uit Wilkinson (1965)
of dat uit Faddeev & Faddeeva (1963)).

Voor het lezen van deze syllabus is tevens van belang dat men enige erva-
ring heeft in het gebruik van een rekenautomaat.

Ik betuig mijn dank aan de studenten die aan de tot stand kKoming van deze
syllabus hebben medegewerkt, met name aan de heren W.E. Baanstra,

J.C.P. Bus, W. Hoffmann, R. von Kriegenbergh en H.L. Oudshoorn, voor het
opstellen en corrigeren van de tekst en aan de heer J.M. Anthonisse voor
zijn waardevolle opmerkingen betreffende het hoofdstuk (6) over lineaire

programmering.

Amsterdam, februari 1971.

T.J. Dekker.
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1. Inleiding

Numerieke algebra is een onderdeel van de numerieke wiskunde waarin het
onderzoek wordt gericht op het numeriek oplossen van algebraische proble-
men.

De belangrijkste problemen die aan de orde komen zijn (stelsels) algebraische
vergelijkingen, waarin de onbekenden re&le of complexe getallen of vectoren
zijn. De oplossingsmethoden worden vaak ook toegepast op (stelsels) trans-
cendente vergelijkingen, waarbij deze worden herleid tot bij-benadering-

equivalente algebralsche problemen.

Linearizering

Vaak herleidt men stelsels algebralsche of transcendente vergelijkingen

tot bij-benadering-equivalente stelsels lineaire vergelijkingen. Dit ge-
schiedt enerzijds bij het ontwerpen van numerieke oplossingsmethoden, ander-
zijds bij het stellen van het probleem. Wanneer van de processen weinig be-
kend is (bijvoorbeeld in psychologie en economie), wordt in een eerste be-
nadering vaask een lineair verband verondersteld; wanneer men wat meer in-
zicht heeft, gaat men ook niet-lineaire effecten beschouwen. Stelsels line-
aire vergelijkingen vormen daarom een belangrijk bijzonder geval. Hiertoe

zullen we ons in de volgende hoofdstukken beperken.
Herkomst

Stelsels vergelijkingen treden op bij:

A) discrete eindige problemen, bijvoorbeeld:

1) verwerking ven enquétes of andere verzamelde gegevens op psychologisch,

economisch of sociologisch gebied;

2) het doorrekenen van eindige constructies, zoals electrische netwerken,

bouwconstructies, enz.;

B) discretisatie van continue problemen, bijvoorbeeld differentiaal~- of

integraalvergelijkingen. We spreken van "discretisatie", wanneer functies
gedefinieerd op een continuum worden gereduceerd tot functies gedefini-

eerd op een eindige deelverzameling.



Indeling

Na drie inleidende hoofdstukken over normen (hoofdstuk 2), conditie van
stelsels vergelijkingen (hoofdstuk 3) en getalvoorstelling en arithmetiek
in een computer (hoofdstuk 4), zullen we enige belangrijke numerieke op-
lossingsmethoden voor verschillende problemen behandelen.

Stelsels vergelijkingen kunnen, op grond van het aantal vergelijkingen en

onbekenden, als volgt worden onderverdeeld:

1) vierkante stelsels

Deze hebben evenveel vergelijkingen als onbekenden. Het aantal oplossingen
is vaak eindig als het stelsel algebraisch is en vaak &&n als het stelsel
lineair is. Numerieke oplossing van lineaire stelsels wordt behandeld in
hoofdstuk 5.

2) onderbepsalde stelsels

Deze hebben meer onbekenden dan vergelijkingen. Meestal vraagt men een op-
lossing die een bepaalde functie minimaliseert, waarbij naast voorwaarden

in de vorm van gelijkheden ook voorwaarden in de vorm van ongelijkheden op-
treden. Deze problemen behoren tot het gebied van de mathematische pro-
grammering. Een belangrijk bijzonder geval vormen de lineaire-programmerings-
problemen, waarin zowel de te minimaliseren functie als de voorwaarden
lineair zijn. Numerieke oplossing van deze problemen wordt behandeld in
hoofdstuk 6. '

3) overbepsaalde stelsels

Deze hebben meer vergelijkingen dan onbekenden. Aangezien een dergelijk
stelsel in het algemeen geen oplossing heeft, bepaalt men de onbekenden
zodanig, dat een norm (zie hoofdstuk 2) van de residuvector minimaal is.
(Dit komt neer op het invoeren van de elementen van de residuvector als
extra onbekenden, waardoor het probleem tot geval 1 of 2 herleid wordt.)
Een belangrijk bijzonder geval vormen de kleinste-kwadratenproblemen,
waarin de Euclidische norm van de residuvector geminimasliseerd wordt. Is
het stelsel vergelijkingen lineair, dan spreekt men ven lineaire kleinste-
kwadratenproblemen. Numerieke oplossing van deze wordt behandeld in hoofd-
stuk T.



L) homogene stelsels en eigenwaarde-problemen

Een speciale klasse vormen stelsels die homogeen zijn in de onbekenden,
waarbij men gelnteresseerd is in een oplossing die ongelijk is asan de nul-
vector. In het bijzonder geldt dat homogene vierkante lineaire stelsels
slechts dan een oplossing ongelijk aan de nulvector hebben, als de deter-
minant van de matrix van het stelsel gelijk aan nul is. De matrix ven het
stelsel hangt dan meestal van een scalar (eigenwaarde) af die zo bepaald
moet worden, dat hieraan is voldaan en dus een bijbehorende oplossings-
vector (eigenvector) gevonden kan worden. In het eenvoudigste en meest
voorkomende geval hangt de matrix lineair van de eigenwaarde af. Numerieke
oplossing van dergelijke problemen wordt behandeld in hoofdstuk 8. Een
algemene beschouwing over het met "eigenwaarde" verwante begrip "singuliere
waarde" wordt gegeven in hoofdstuk 9.

Ontwikkelingen

1) De stelsels. vergelijkingen, die men wil oplossen worden steeds groter.
Het oplossen hiervan is mogelijk geworden doordat computers steeds gro-

ter (in geheugencapaciteit) en sneller worden.

2) Het oplossen van stelsels vergelijkingen treedt steeds vaker op als

klein deel-probleem van een grote berekening.

3) Schaarshejd (sparseness).
Naarmate de stelsels groter worden, worden ze vaak schaarser.
Een matrix A heet schaars als de meeste elementen O zijn.

Dit treedt bijv. op bij:

a) Discretisatie van parti&le of gewone vergelijkingen. Soms krijgt men
dan bandmatrices, die gemakkelijker hanteerbaar zijn dan andere

schaarse matrices.
b) Lineaire programmering (operations research, besliskunde).

c) Het doorrekenen van constructies, bijv. elektrische netwerken, bouw-
constructies, enz..
Voor schaarse matrices bestaan meestal speciale numerieke oplossings-

methoden,die evenwel in dit boek niet zullen worden behandeld.



4) Bovengenoemde punten 1 en 2 hebben tot gevolg dat programma's die stel-
sels vergelijkingen of eigenwaarde-problemen oplossen aan steeds hogere
eisen moeten voldoen. Met name zal men garanties willen hebben omtrent
correcte werking (vooral convergentie) en nauwkeurigheid. Aan nauwkeurig-
heid van de oplossing en foutenanalyse zal vooral in hoofdstuk 5 aandacht

worden geschonken.



2. Normen

Voor literatuur zie o.a. Wilkinson (1963, 1965), Faddeev & Faddeeva (1963)
en Householder (196L),

2.1. Vectornormen

24 ]

een vector in R% waarbi j X, €C (dat is de verzameling der complexe getallen),
i=1, ..., n. Dan is x* = (§1,§2,...,§n). Op de vectorruimte R" defini&ren
we een afbeelding in R (dat is de verzameling der re&le getallen). Deze af-
beelding geven we aan met ||x|| (spreek uit "norm van x"), en moet aan de

volgende eisen voldoen (0 duidt de nulvector aan):

o) [|x[] >0
1N ||x]| =0oex=0.
2) ||ax|] = |a| ||x|| voor alle a € C. (homogeniteit)
3) |Ix+y|| [lx]| + ||yl|. (driehoeksongelijkheid)
Aan deze drie eisen voldoet de "p-norm"
1/p
(2.1.1) Hal - (] |%, 1), mits p > 1.

i=1

In de praktijk kiezen we voor p de waarden 1, 2 of =,

Dit levert:
a) p =1, de l-norm: ||x|| z lxil
j=1 -
b) p = 2, de Buclidische norm:

n 1/2 .
||x||2 = (_Z |xi|2) = (x x)1/2.

i=1



¢) p = », de oneindig-norm ook wel maximum-norm genoemd, verkregen

door limietovergang:

Hxll, = dm [|x]| = max  [x;].
® P oi=1,....n *

Immers, als x = 0, dan geldt blijkbaar

||x|| =0,dus||x||w=0= max |x|
P i=1,...,0

Voor x # 0 hebben we per definitie

1/p
x|, = 1im ( Z Ixi|p) . 2i] lxkl max |xi|.
pro  i=1 i=1,...50
IP /v n = |P 1/p
Dan lxl., 'lm(| |? Z =[x | um (] —=)
sL T T R
n |x.|P

Aangezien 1< ) - < n volgt hieruit Hxllw = max |x.].
i=1 [x P i=tyeeon b

2.2. Matrixnormen

Zij A een m bij n matrix, d.w.z. een matrix met m rijen en n kolommen
met de elementen A, 130 i=1, cee,my j=1, ..., n.

We kunnen de matrix A opvatten als vector in R en hierop bovengenoemde
definitie van p-norm toepassen.

Duiden we de aldus verkregen norm aan met ||A| Ipp. dan hebben we dus

m n p1/I>
(2.2.1) 1411 = (L T 1410

De norm ||A| [22 heet Euclidische norm of Schur-norm en wordt gewoonlijk
aangeduid met ||A| | g

De aldus verkregen matrixnormen voldoen blijkbaar aan bovengenoemde eisen
0 - 3.

Voorzover het product AB gedefinieerd is, zullen we aan de eisen voor

matrixnormen nog toevoegen:

u) 11a8|] < |||l |IB]]. (multiplicativiteit)



We beperken ons nu tot vierkante matrices van de orde n.

Ga na dat ||A| Im niet aen eigenschap (4) voldoet. Wel geldt dat

ol la2] |, < nl[all... all3]]_.

Voor HAH11 en ||A] IE geldt eigenschap (4) wel.Voor HAH blijkt dit aldus:

llasllg = 71} 2o 3 g Iagd Q| )%
AB = A. B . < A. B =
E i ¥ 1k "kj _i,j k 1k 1j
2 2 2 2 2 2
= A, B.. = A, B_. =
i§£'m’§'h' I Id® 1 fmygl® = IALE 11811
Van de normen HAH wordt in de praktijk alleen ||A|| gebruikt.
Merk op dat HII] /n.

. . n . n .
We kunnen een matrix ook opvatten als een transformatie van R® in R". Dit
brengt ons op de zogenaamde geassocieerde normen:

IIAXII
(2.2.2) ”A”P = sig T |[
x x

In het engels zegt men "least upper bound", daarom wordt een geassocieerde

norm in de literatuur ook wel "lub norm" genoemd.
De geassocieerde norm voldoet aan de eisen 0 - 3. Uit de definitie van de
geassocieerde matrixnormen volgt direct:

[ Ax| |P < |l4] IP [ x| Ip; men zegt dat een dergelijke matrixnorm consistent

of compatibel is t.o.v. de bijbehorende vectornorm.

Nu kunnen we direct eigenschap 4 verifi&ren:

A B A
13| [ < [1A11, [1B=l1, < 1AL 111 1],

verder geldt | |AB] |

Dit levert: Hasl], < [1all, [13]].

Voor de waarden p = 1, 2 of = komt men tot:

n
[all) = max ] [a,.],
LI U &
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[1al1, a2

de matrix A A) Hierbij is A de toegevoegd-complex getransponeerde van A,
d.vw.z. (A )ij = Iji' Men gebruikt ook vask de notatie AH en H heet de

"Hermitische" operator.

, (d.i. de wortel uit de grootste eigenwaarde van

De 2-norm voor matrices noemt men ook wel de spectrale norm.

[a]], = max § |a, .| = ||a7]]

® i § 1] 1

Voor de l1-norm, ®*-norm en Euclidische norm geldt ||A|| = || |Al ||, waarbi j
de absolute waarde |A| van A is gedefinieerd door IAlij = ‘Aij .

Elke matrixnorm ||A|lp, waarvoor ||Ax|| < ||A|| ||xl| 1s een bovengrens

voor de spectrale radius (d.w.z. maxlmale modulus der elgenwaarden) van A.

De 2-norm is in de theorie der lineaire algebra het belangrijkst en levert
ook de scherpste bovengrens voor de eigenwaarden. Zij is echter het lastig-
ste te berekenen, om welke reden men in de praktijk meestal een van de
andere genoemde normen gebruikt. Dit maakt geen groot verschil, zoals blijkt

uit de volgende relaties:

[all, < 11allg < 0 [1all,
118l 1y, < 11 1AL 1g = Hallg < = 11all,
[1a112 < 11a® all, < 112511 Tlally = 1ALl 1all,

|1all, < n max |a; ] <n [|Al]4-
1,J
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3. Conditie van stelsels vergelijkingen

Voor literatuur zie o.a. Wilkinson (1963, 1965) en Faddeev & Faddeeva (1963).

3.1. Algemene stelsels

Algemeen kunnen we een stelsel schrijven als fi(x1, ey xn) =0,
i=1,2, ..., m waarbij n het aantal onbekenden en m het aantal vergelij-
kingen is. In vector-notatie wordt dit geschreven als f(x) = 0 (dat is de

nulvector). Vaak hangen f1, ceesy fm van enige parameters as

coes xn) =0,i=1,2, ..., m

...y & af:
p

fi(a1’ ey ap, X5

In vector-notatie is dit: f(a,x) = 0.

Bij elk stelsel kunnen we ons afvragen hoe de conditie van dat stelsel is.

Hierbij verstaan we onder de conditie van een stelsel een maat voor de
gevoeligheid van een oplossing van dat stelsel voor variaties in de para-
meters. Indien een oplossing hiervoor zeer gevoelig is, spreken we van een

slecht-geconditioneerd stelsel.

De conditie van een stelsel kan op verschillende manieren worden uitgedrukt

in een of meer getallen.

We voeren de getallen Krs in, die aangeven in welke mate de variabele x,
gevoelig is voor storingen in de parameter a - Deze getallen definieren

9X
T
we als volgt: KrS = gg; s r =1, ¢eeyny, s =1, .0c., De
Willen we één conditiegetal hebben voor het stelsel f(a,x) = 0, dan zal dit
een of andere functie van de getallen Krs moeten zijn, bijvoorbeeld

een functie ven de norm van de matrix (Krs)'

3.2, Vierkante lineaire stelsels

Een belangrijk bijzonder geval van een stelsel vergelijkingen is dat waar-
in het stelsel vierkant en lineair is. We schrijven zo'n stelsel in de

vorm

(3.2.1) Ax = b,
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waarbij A een n bij n matrix en x en b n-vectoren zijn.

Als A niet-singulier is, is de oplossingsvector gelijk aan x = A-Lb, maw.
n -1
= 7 (A7) .b..
351 ri’i

Veronderstellen we dat de elementen bi’ i=1, ..., n, de parameters van
dit stelsel zijn, dan geldt

9X

T -1
Krs = abs = (a )rs

Maw. de matrix K blijkt dan gelijk aan A-1 te zijn.

3.3. Conditie-getal

Een vraeg die we ons kunnen stellen is:
Hoe groot is de fout 6x in de oplossing x indien we de vector b vervangen
door de vector b + Sb?
Zij x de vector waarvoor geldt Ax = b.
Nu geldt A(x + 6x) =b + db,
Ax + ASx = b + 8b, dus ASx = &b, maw.

§x = A" '6b.

Dus geldt voor een vectornorm en een daarmee consistente matrixnorm:

x|l < A1 Tleoll = [1a™"1] Tl

vit Ax = b volst |[v]| < |[al] [lx]].

. -1
Dit levert [1ex|] < |1a™"1] [lall Tl=l] Tlevl] 7 [|o]].

3.3.1. Definitie

De constante HA H ||A|l noemen we het conditie getal van de matrix A

t.0.v. het "11nea.1re-stelsel probleem" horende bij de p-norm.

Notatie: cond (A) of cond (A).
Hierbij is p 1n de praktijk gelijk aam 1 of 2 ("spectrale conditiegetal")

of =,
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Voor de relatieve fout die we in x maken geldt nu:
(3.3.2) [lsx|| / |1x|] < cona(a) []sv[| / [I0]].

3.4. Een bovengrens voor de fout in de oplossing

Naast de relatieve fout in x uitgedrukt in de relatieve fout in b zijn we
ook geinteresseerd in de relatieve fout in x uitgedrukt in de relatieve fout
van de matrix A.

M.a.w. hoe groot is de fout 6x in de oplossing x indien we de matrix A ver-
vangen door de matrix A + SA?

Laat weer gelden Ax = b.

Dan is (A + 8A)(x + 6x) = b,
8x = - A_1(6A)(x + §x) waaruit volgt
[ex|| < [1a7"]] |leall| ||x+sx|],

[exI| < (llall [1a7"1] [lsal] 7 |1all) ||x+6x]].
Stellen we nu
(3.%.1) vy = cond(A) ||sa|| / ||all,

dan hebben we dus:
[ox|| < v [lx+ox|] <v ([]x]] + |]ox]]).

Nemen we aan, dat de storing 8A zo klein is, dat vy < 1, dan volgt hieruit
Hex[| 7 Hxll <v /7 (1=v).

Resumerend hebben we dus:
|l6x||  cona(a) ||sa|| / |]a]]

(3.k.2) < ,
=/ 1 - cond(a) ||ea]] / [|a]]

als cond(A) ||6A|] / ||Al] < 1.
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In de praktijk bepalen we ven A" en aus ook ven cond(A) slechts een nume-
rieke benadering. Stel dat een matrix B gevonden is als benadering voor de
inverse van A, en dat AB = I + R. We noemen R de residu-matrix. Indien

||R]| < 1, vinden we de volgende begrenzing voor cond(A);

(3.4.3) " cona(a) = [[al] [1a7"]| < [lall [1BI] /7 (1 = |IR[]).
Bewijs
Uit B = a"' + a7 'R volgt
-1 -1
18] = [|a7'|] - [|a7R[].
wegens ||A"'R|| < ||a”"|| ||R|| volgt hieruit

l[IB]] = [|A-1H (1-]|R]|), waaruit (3.4.3) onmiddellijk volgt.

Substitutie van (3.4%.3) in (3.4.2) levert een (praktisch berekenbare) boven-

grens voor de fout.
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L, Getalvoorstelling en arithmetiek in een computer

Voor literatuur zie o.a. Wilkinson (1963).

Aangezien het geheugen van een computer eindig is, is het noodzakelijk om
de verzameling der re&le getallen te vervangen door een geschikt gekozen
eindige deelverzameling ﬁ. (ﬁ heet de verzameling der representeerbare ge-
tallen.).

Elk reéel getal wordt afgerond tot een van de naburige elementen van %.

In de praktijk blijkt het handig te zijn een vast aantal geheugenplaatsen
per getal te gebruiken.

Men onderscheidt twee systemen:
1) Fixed-point representatie.

2) Floating-point representatie.

We beschouwen een computer die rekent in het B-tallig stelsel. Voor de meeste

computers geldt B = 2 of B = 10, voor sommige B = 8 of 8 = 16.

k.1, Fixed-point representatie

Zij t het aantal geheugenplaatsen dat beschikbaar is voor één getal (afge-
zien van het teken), waarbij elke geheugenplaats één van de cijfers

0, 1, «e.y -1 kan bevatt§gkén

t cijfers
A\
s
d d 4a

t=-1""" e c-1"'d1d0

In fixed-point representatie moeten we ons de decimale punt op een vaste
Plaats denken. Wanneer het aantal cijfers na de decimale punt c bedraagt
(in veel machines met fixed-point representatie geldt ¢ = t), dan hebben

alle representeerbare getallen de gedaante

t=1 .
1-C
. 87

1+

L
1=0

waarbij 0 i-di < B-1 en di geheel voor 1 =0, ..., t-1.
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Het grootste representeerbare getal is: M = (Bt-1)8-c.
Daarom noemen we het interval [-M,M] de range van deze getalrepresentatie.
Ga na dat deze getallen equidistant zijn en dat de gbsolute fout bij af-

ronding ven een willekeurig reéel getal binnen de range :_% B_c is.

4.2, Floating-point representatie

Getallen in floating-point representatie hebben de gedaante

mantisse x Bexponent’

Hierin is de exponent een geheel getal en de mantisse een fixed-point getal
(in de meeste machines met ¢ = t, maar in de EL X8 met ¢ = 0, d.w.z. de

mentisse is geheel).

mantisse exponent

I+
|+

t eijfers u cijfers
De in floating-point representeerbare getallen zijn niet equidistant, ter-

wijl hierbij geldt dat de relatieve fout bij afronding 5_% 81-t, mits het

gegeven getal binnen de range der floating-point getallen ligt.

Standeardvoorstelling van floating-point getallen.

De hierboven gegeven getalvoorstelling is niet eenduidig.

Kies bijv. B = 2. Dan kan het getal 5 op de volgende menieren worden voor-

gesteld:
mantisse exponent
+ 0000101 + 000
+ 0001010 - 001
+ 0010100 - 010

+ 0101000 011

00 e
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Vask kiest men daarom een standaardvoorstelling (genormeerde representatie),

bijvoorbeeld, met ¢ = 0, luidt de eis Bt-1 §_| mantisse | j_Bt-1 , tenzij
mantisse = 0 of exponent = - (8Y-1).
Voorbeeld

ZijB=2,t =3, u=2, c =0. Dan zijn de volgende getallen (in stan-

daardvoorstelling) exact voorstelbaar.

mantisse exponent

+ 111 + 1 + 7% 23
+ 110 + 11 4_-6*23
+ 101 + 1 + 5% 23
+ 100 + 1 + 4 x 23
+ 111 + 10 + 7% 2
+ 110 + 10 +6x2°
+ 101 + 00 +5x2°
+ 100 + 00 thxgo
+ 111 - 01 £ 7% 27"
+ 110 - 01 :6><2‘1
+ 100 -1 :hx2'3
+ 011 -1 +3x273
+ 010 -1 +2x 273
+ 001 - 11 £ 1x 273
+ 000 + 00 0

Voor de EL X8 geldt: B =2, t = 40, u= 11, ¢ = 0, zodat voor de elementen
n
x van R geldt:

p=2047 < |x| < (21’0-1)2201*7 of x =0

Aangezien de voordelen van de floating-point representatie, nl. een veel

grotererange van de getallen en een beperkte relatieve fout, in de meeste
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gevallen belangrijker geacht worden dan de iets eenvoudiger arithmetiek en
een beperkte absolute fout bij fixed-point representatie, zullen we de

fouten-analyse uitsluitend voor floating-point arithmetiek behandelen.

4.3, Floating-point arithmetiek.

Laat E een expressie zijn waarin behalve representeerbare getallen ook

arithmetische operatoren (bijv. +, -, x,/) voorkomen.
4.3.1. Definitie

f1(E) is de expressie die ontstaat door de in E voorkomende arithmetische
operaties te vervangen door de corresponderende floating-point operaties.
Bijvoorbeeld: fl(a+b), fl(axb+c).

4.3.2. Definitie

Een arithmetische operatie o (vijv. +, -y x , /) heet optimaal t.o.v. ®
als het resultast van fl(a 0 b) een zo dicht mogelijk bij & o b gelegen

n
element van R is. .
In sommige computers zijn +, -, %, / optimaal (bijv. EL X8).

Behoudens overflow (exponent resultaast te groot) of underflow (exponent

resultaat te klein) geldt voor een optimale operatie o

(4.3.3) f1(a o b) = (a o b)(1+e) ,

1-t

waarbi]j |e| 5;% B , m.a.w. het resultaat heeft een kleine relatieve fout

(zie L4,2).

Een niet-optimale floating point optelling of aftrekking, levert niet altijd
een resultaat met kleine relatieve fout. Wel geldt algemeen, behoudens
overflow/underflow

(4.3.4) f1(a+b) = a(1+e) + b(1+e'),

-t .. . . .
met |e|, |e'| < e, waarbij c een constante is, die van de nauwkeurig-
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heid van de arithmetiek afhangt.

Toelichting

Zij |v| < |a|, dus, indien a en b genormeerd zijn, eb < ea.

Dan moet, voordat de mantissen kunnen worden opgeteld, mb over ea - €b
plaatsen naar rechts worden geschoven. Hierbij treedt in sommige machines
een afronding of afkapping van de laatste ea - eb cijfers van mb op.

M.a.w. b wordt vervangen door
N N LAV
b + axe, waarbij [€] < cB t

Nadat dit bij a opgeteld is kan nog een tweede afronding of afkapping van

het resultaat nodig zijn, zodat we krijgen

£1(a+b) = (a + (braxe))(1+e")

a(1+€)(1+€') + b(1+e').

(1+e), dan hebben we bovengenocemde formule (k4.3.Lk)

Stellen we (1+g)(1+€')

verkregen.

Voor voorbeelden van de verschillende mogelijkheden zie Wilkinson (1963,
po 8-12).

In vele computers worden de floating-point optelling en aftrekking zo goed
uitgevoerd, dat het resultaat altijd een kleine relatieve fout heeft, be-
houdens overflow/underflow. M.a.w. dan geldt (4.3.L4) met € = €',

Deze kleine relastieve fout bij optelling en aftrekking is alleen dan van
belang, als de termen a en b exact zijn. Als a en b niet exact en nagenoceg
tegengesteld zijn, heeft a+b altijd een grote relatieve fout, die catastro-
fale gevolgen kan hebben, vooral, als later door een klein getal gedeeld
wordt. Dit verschijnsel heet het wegvallen van cijfers.

Floating-point vermenigvuldiging levert, eveneens behoudens overflow/

underflow, altijd een resultaat met kleine relatieve fout. In formule:
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(4.3.5) = £1(axb) = (axb)(1+e”),

met Ie*| §_cB-t (voor het gemak gebruiken we hier dezelfde c¢ als bij op-

telling en aftrekking).

Toelichting

2ij a = ma x B°% en b = mb x 8°°. Dan geldt

-+
axb= (maxm) x g% b
Nu moet ma X mb worden genormeerd en afgerond (of afgekapt), wat een factor

14¢” oplevert, wasruit formule (4.3.5) volgt.

Indien f1l(a*b) optimaal is,dan geldt ¢ = B/2 (vgl.(4.3.3)). Voor floating-
point deling geldt een analoge redenering, alleen moet bovendien voldaan
zijn asn: b # O.

Samenvattend krijgen we, mits geen overflow of underflow optreedt:

fl(atb) = a(14e) + b(1+e'), (ideaal geval : € = €'),

(4.3.6) £1(axd) = (axb)(1+e*),

£1(a/b) = (a/b)(1+e¥),

* -t . . . . .
met Iel, |e'|, Ie | < cB” ", waarin ¢ = B/2 indien fl(a o b) optimaal is.
4.4, Toepassingen
1) De floating point som ven n termen: s = £1( ) xi).

Er geldt:



Nu geldt:

Dus

waarbij a =

Stel n ¢ B-t

Dus
(4.4.1)

Evenzo

(h.k.2)

Dit levert:

21

s, = fl(x1) =X,
s, = fl(s1+x2) = x1(1+62) + x2(1+eé),
s, = f1(s +x3) = x1(1+62)(1+e3) + x2(1+eé)(1+53) + x3(1+eé),

ﬂ (1+s ) + X, (1+s') H (1+e )+ ...+
i=2 i=3

+x (1+e' e ) + xn(1+sn),

Sn = fl(sn—1+xn) = 1

met |ei|, Ieil j_cB_t.

n
(1-c3't)n' < I (1+si) _<__(1+c£3't)n'1

i=]

(j =2,...5n).

n n
Isn' z xil b3 (151 Ixil)a"

max{ (148~ )21 _ 1, 1 - (1-c8~%)2 1y,

< 0.1 (waar in de praktijk royaal aan voldaan is), dan geldt:

(1+c8-t)n =1 +neB™? + ELE:—I (cB

<1 +neg™® (1481 gt 19:1%49221 (8762 + ...)<

2!

<1+ nep”t (1 + 0.05 + 0.005 + ...) < 1+ 1.06 ncB™".

(148~ )™ < 1 + 1.06 neg™®

(1-cB-t)n >1 - 1.06 ncB—t.

a < (n-1)(1.06 cs't).
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-t
Stellen we 1.06 cB-t =B ! met t, =t - Blog(1.06 c), dan krijgen we dus

n n -t1 n
(4.4.3) |£1( xi) - ) xi| < (n-1) B ) |xi|.

i=1 i=1 i=1
In het vervolg zullen we ook nog een bovengrens nodig hebben voor (1+n)-n,
waarbij |n| < cB_t. Nemen we aan dat (n+1) cB_t < 0.1, dan krijgen we op

analoge wijze
-t -t

(4.4.1) 1-m8 "< (148 ™ < (14n) P < (1=e8™) ™ < 1+1n8 .

n
2) Het floating point scalair produkt: s, = £1( ) (aiXbi)).
i=1

Dit levert:

s, = (agb,)(1+e]),

5, = (a,0,)(1+]) (1+ey) + (a,0,)(1+e,)(1+e})

: x. D . n

s, = (apd)(14e]) T (14e) + (apd,)(4e])(14e) T (14ey)
i=2 i=3

+ooHa b )(1+€:1-1)(1+€r'1 )1+ ) + (a.nan)(1+e;)(1+er'1)

* -t
met |ei|, leil, Iei'_lice .
Op analoge wijze als boven, volgt hieruit, mits ne™? < 0.1,

n n
(k.4.5) !sn - Z (a.ixbi)| < z [aixbila .
i=1 i=1
-t

waarbij nu o < n (1.06 cB-t) =n8 .



23

5. Oplossen van vierkante lineaire stelsels

Voor literatuur zie o.a. Fox(1951),Wilkinson (1961, 1963, 1965),
Faddeev & Faddeeva (1963), Forsythe & Moler (1967) en Dekker (1968).

5.1. Gauss eliminatie

Gauss eliminatie is een methode om het stelsel Ax = b op te lossen. Hiertoe
transformeren we de gegeven matrix van de orde n in n-1 stappen tot

een bovendriekhoeksmatrix, d.w.z. een matrix waarvan alle elementen

onder de hoofddiagonaal nul zijn. Zij A1 = A. In de k° stap wordt matrix
Ak+1 gevormd uit A¥ als volgt.

Van elke rij met een index groter dan k wordt de k® rij vermenigvuldigd
met een zekere factor afgetrokken. De vermenigvuldigingsfactoren worden

zo gekozen dat alle subdiagonaalelementen in de k% kolom nul worden.

Zij het diagonaal element in de k€ kolom van matrix Ak gelijk aan Aik' De
n-k verschillende vermenigvuldigingsfactoren in de k® stap worden dan ge-

k+1

geven door m., = A?k/Aik. Nu kunnen we aangeven hoe de elementen van A

ik
er uit komen te zien:
[ k+1
+ k . . .
. = .. < >
AiJ AlJ voor i <k, J 21,
k+1 k . . .
= .= - +
J Aij AiJ 0 voor j < k=1, 1 > j+1,
(5.1.1)
k+1 .
Aik =0 voor i > k+1,
k+1 k k . .
.+ = A.. =N N > k+ > k+1.
AlJ AlJ oo AkJ voor i > k+1, J > k+1

N

We hebben nu een veelvoud ven de k°© vergelijking afgetrokken van de i
vergelijking, i > k+1.

Indien we de oplossingsvector x willen vinden die voldoet aan ij = b,

zullen we ditzelfde veelvoud van b, van bi moeten aftrekken. Laat daartoe

k
b1 = b. Dan moeten we dus aan onze transformatieregels nog toevoegen
b¥+1 = b# voor i < k,
i i -
(5.1.2)
b¥+1 = b? -m, bk voor i > k+1,
1 i ik 'k -
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Indien v66r het uitvoeren van de k© stap blijkt dat Akk = 0, zullen we eerst
voor zekere i > k, waarvoor A # 0, de k°© rij van Ak moeten verwisselen

met de i€ rij. Dit komt neer op het verwisselen van twee vergelijkingen,
mits daarbij de overeenkomstige elementen van b ook verwisseld worden. Hier-
bij blijft dus de oplossing x ongewijzigd. Dit verwisselen noemen we pivoten.
Het element Akg na de verwisseling noemen we de x°© IL___ Py - Uit het vol-
gende voorbeeld blijkt dat we ook moeten pivoten als 'Akkl "klein" is.

Voorbeeld

Stel dat we rekenen met B = 10, t = 5. Het stelsel

&

6

heeft als oplossing X, = X, = X3 = 1
6

In onze gegeven rekenprecisie geldt dat f1(10 + 1) = 10 . Indien we de
bovenstasnde transformatieregels zonder verwisselen toepassen, krijgen we

de volgende tussenresultaten:

10‘6 1 10"6
B[ o -1 , v = 2 .
0 0

Nu blijkt dat voor A3x = b3

Indien we in matrix A1 de 1% en 2° rij verwisselen komen we tot het vol-

geen oplossing bestaat.

gende resultaat:
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3
, b = 10'6 .
L
3
5 .
, b = -210-6 s
1
3
32
s, b’ = -210-6 .
1
Nu geldt kennelijk Xy = 1, x, - Xy = —210-6, dus x, = fl(1f210—6) =1 en
}x1 + X5 + x3 = 3, dus X, =1,

Ondaenks de afrondingsfouten komen we in dit voorbeeld toch tot het correcte

antwoord.

In de praktijk kennen we twee strategieén voor het kiezen van de pivots:

1) partieel pivoten, d.w.z. in de x°© eliminatiestap wordt als pivot ge-

kozen een element A?k, i > k, met zo groot mogelijke modulus, waarna

(als i > k) de i€ en de k© rij van A" verwisseld worden en dus ook het it
en het k° element van bk.

2) compleet pivoten, d.w.z. in de ' eliminatiestap wordt als pivot gekozen

een element A?j’ i >k, j >k, met zo groot mogelijke modulus.

Hiernsa worden (als i > k) de i® en ae x° rij van Ak verwisseld en vervolgens
ook (als j > k) de je en de k% kolom van AF. Hierbij moeten niet alleen

het i€ en het x° element van bk verwisseld worden, maar ook het je en het
k© element van de oplossingsvector x.

In beide strategieén heeft het verwisselen tot gevolg, dat voor alle m.

geldt Imi < 1, en dat nooit een element gelijk aan 0 als pivot optreedt,

Kl
tenzij A singulier is. Later zullen we zien, dat voor zeer grote matrices
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i

compleet pivoten te verkiezen is boven partieel pivoten.

5.2.Equivalente formulering van de Gauss-eliminatie

Voor een verdere theoretische behandeling kunnen we de rij en/of kolom
verwisselingen buiten beschouwing laten. We kunnen ons nl. indenken dat

alle noodzakelijke verwisselingen vooraf uitgevoerd zijn. Laat in het vervolg
A1 deze getransformeerde matrix zijn, en b! de overeenkomstlg getransformeerd
rechterlidvector.

Dan geldt dus voor partieel pivoten

(5.2.1) A' = pa, b = Pb,

waarbij P een permutatiematrix is. In de praktijk kunnen de verwisselingen
niet echt vooraf uitgevoerd worden, omdat de elementen Agj op grond waar-
van de pivots gekozen worden, pas tijdens het proces bekend worden. De

k+1

. . . . k .
transformatie die we uitvoeren om A uit A~ te vormen kunnen we ons 1n-

denken als een voorvermenigvuldiging met een matrix M;1 als. volgt:

1 P ¢

- oy, | PP ¢

-m 0 Teeesesa0

M—1A1 = ‘31 )\\ N A1 = A2 ,
1 . SN D
B N \
: . N \\
. . N \
: . \\ N
m OvernnaaD
nl
1 Qeeeeneneeneansd0
0o 1~ :
_ 0 -mo 1. N, .
M51A2= . ;32 o s A% =23,
R SO NN
. AR N N
Do N
-m__0 o

o . mn2 cessssses <
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d
Q@
|
|
[}
1
I
|
!
1
I
I
1
|
=

0 1"~ |
: O \\\ \\\ :

e I T T n-1_ .n
Mh o =L R
M 0o 1 0
\o Oveveereeees 0 -m 1

nn-1

Coan =1 -1 -1 -1 1 . . -1
Samenvattend: A™ = Mn—1 Mn-2 o o . M2 M1 A, waarin de matrices Mk ’

k=1,...,n-1, onderdriehoeksmatrices zijn en A" een bovendriehoeksmatrix is.

Merk op dat:
a) het produkt van twee onderdriehoeksmatrices weer een onderdriehoeksmatrix
is,

b) de inverse van een onderdriehoeksmatrix weer een onderdriehoeksmatrix

is.
Noem nu:
M] M_1 v M) M-1 = L—1 (lower triangular matrix)
n-1 n-2 2 1
en A" =U (upper triangular matrix)
dan geldt:

U=1L A1 » M.8.W. A1 = LU.

Uit een eenvoudige berekening volgt

1IN 0---- - 0
\\ AN ]
m ~ AN 1
Al :
. N ~ \\ i
L=M..oo..M .= ¢ SO TN
1 n-1 . N ~. 0 ’
. A N
ceeedm N |
mh1. S~ g
‘8., i > .. = m. .
m.a.w. voor 1 k geldt le m.

Uit de transformatie regels voor de Gauss-eliminatie (5.1.1 en 5.1.2) volgt
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5.3, Achterwasartse fouten-analyse Gauss-eliminatie.

We onderscheiden twee soorten fouten-analyses:

1) voorwaartse (forward) analyse, waarin wordt nagegasn wat de fout in het

numerieke resultsat is,

2) achterwaartse (backward) analyse, waarin wordt nagegaan hoe de gegevens
gewijzigd moeten worden, om bij exact rekenen het gevonden numerieke

resultaat te krijgen.

Deze laatste analyse sluit nauw aan bij de praktijk, omdat vaask de gegevens

niet exact bekend zijn. We zullen daarom deze behandelen.

De achterwaartse fouten-analyse is ontwikkeld door Von Neumann & Goldstine
(1947), Givens (1954) en vooral door Wilkinson (1961, 1963, 1965).

We gaan uit van het stelsel:

A1x = b1 s

waarbij A1 en b1 zijn gedefinieerd volgens (5.2.1).

Bij de Gauss-eliminatie wordt nu A1 ontbonden in een onder- en een boven-
driehoeksmatrix L resp. U. Deze ontbinding is niet exact. We gaan nu na
wat de matrix is, die exact gelijk is aan LU.

We zullen bewijzen dat exact geldt:

w=4a"+E,

waarbij ||E|| << ||A1[
Daarna zullen we bewijzen dat eveneens exact geldt:

(A1+5A1)x = b‘,

waarbi]j ||6A1|| << ||A1|

Na de k-de eliminatiestap geldt:



k+1 _ k k
(5.3.1) Ajy = Ay - my Uej * €15 3

!
+

i,j =k+1, ... , n,

waarbij exact geldt:

k k
m. = Aik * Cix
2 H]
1k Ukk
m.a.w.
(5.3.2) o=a% _m_ U+ ek . i=k+1, ... , n.

Dus, voor i < j geldt:

i 1
(5.3.3) Uij = Aij = Aij - o, U1j - e mme. Ui-Tj + ei.j’
waarbij e.. = e:]. + o.. + 2}71
1J 19 1J
en voor i > j:
1 ,
(5.3.4) 0 = Aij -m, Uij = e emg Uj-1j - m Ujj *egss
waarbij
e.. =€, + RUURPRS S I
ij ij ij ij
Uit formule (L4.3.6) volgt
k+1 k *
= A.. - m, L(1+ +e!
Aij AlJ(1+€) m . UkJ(1 e )(1+e')
k k *
= A.. - m. .+ A, .€ = m, . + +c')=-11].
AlJ m UkJ AIJE m UkJ C(1+e ) (14e')-1]
Vergelijken we dit met (5.3.1), dan vinden we
€551 < 18551 lel + gy | 1ol (e (1en)-1].

Wegens |e|, |e'], le¥] icB-t, geldt (vgl. 4.L)
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|(1#e*) (19e7) = 1] < 28 1

]

-t

waarbij B V= 1.06 c 87",

Aangezien lmik‘ < 1 volgt uit deze afschatting

-t -t
k k 1 1
|€ij| bl IAijl B + lUij 28 3
d.w.z.
|ek | < 36_*:'1 m IAk ]
ij! = o i)

i3,k

We definiéren nu de groeifactor, g, als volgt

(5.3.5) g = mex ||
def. i,j,k 9

-t
Dan hebben we dus Is}i‘jl < 3B ' g, aus (vgl. 5.3.3)

-t
(5.3.6) legsl < (4-1) 38 Vg, i<,
Voor i > k geldt:
k
AT
ik *
m., === (1+e ).
ik Ukk

Vergelijken we dit met (5.3.2), dan krijgen we

k k *

€k = ik € »
dus
k k * k -t
lesl = 1850 1] < |85 1 8 s

dus a fortiori:

t

k k -
|eik| i |Aikl 38 .

Hieruit en uit (5.3.4) volgt



Samenvattend geldt dus:

-t
leg;l < 38 ! min(i-1,j)e.

M.a.w. de foutenmatrix E voldoet aan

Ocevsessessl
Teveoeennsal

2eveennss? .

. .

|E| =(Ieij|)i38 g

2...n-1

Hieruit volgt dat exact geldt:

(5.3.7) A +E =10,

waarbij (vgl. 5.3.5)

Il

(5.3.8) -t

"
B
&

~

3

"
njw
=]
B
1
-
N?
hes)
ks

Pivot-strategie

Voor partieel pivot-strategie (voor definitie zie 5.1) geldt:

g :.2n-1 max |A1..|.

W

Dat g werkelijk zo ernstig groot kan worden is door Wilkinson sangetoond

m.b.v. het volgende voorbeeld:

1 Queeeessl 1
N 1

N\
-1\ 1\ \\

. N~ N
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Uit dit voorbeeld blijkt dat partieel pivoten weleens tot grove fouten kan
leiden.

Dasram zullen we in het navolgende ook een andere strategie bekijken, nl.
compleet pivoten (voor definitie, zie 5.1).

Voor compleet pivot strategie geldt:

g = max IA I < £(n) max |A],]

i,k i, M
met
1 1 _1—
£(n) = n¥(2! 3t 002,
zie Wilkinson (1961) en (1965, p.213).
Dan gaat (5.3.8) over in
-t
(5.3.9) [1Ell, < Za(a-1) £(x) 8 " max |a;].
i, M

Ter illustratie geven we van f het volgende tabelletje:

n f(n)
10 19
20 67
50 530

100 3300

De bovengrens (5.3.9) is dus veel lager dan die voor partieel pivoten.

5.4, Heen- en terugsubstitutie

Afgezien van de foutenmatrix E, hebben we nu verkregen het met Ax =

equivalente stelsel

Lux = b1.

We berekenen x in twee stappen, nl. we lossen op het stelsel

Ly = b (heensubstitutie)

en het stelsel
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Ux =y (terugsubstitutie).
Dit geldt evenwel niet exact. We zullen bewijzen dat wel exact geldt:

(L+8L)y = b' en (U+sU)% = y,

waarbij [1sL]| / ||z|] en ||6U]|| / ||U|| klein zijn.
Heensubstitutie
Wegens bt = Vi luidt de transformatie-regel voor het rechterlid:
k+1 . .k .
bi ~ bi = Moy Vs 1=k+1, ..., n.
Volgens (4.3.6) krijgen we
k+1 _ _k * ,
b, = bi(1+ek) mo yk(1+ek)(1+ek).
Dus
1 i-1 N i-1 )
¥.: =b., T (1+e )-m, y (14 )(1+e!) T (1+¢
i 1=1 k 111 1 1 k=D k
(5.4.1)

i-1
- * 1 - - * 1
m12y2(1+52)(1+22) k53 (1+ek) . ii_1yi_1(1+ei_1)(1+ei_1).

We willen ¥y en b; exact houden en alleen wijziging in m., en ook in m.. = 1

toelaten. We delen daarom door (1+e1)....(1+ei_1), dus

y. (14e¥) (14€?) (1+e5) (14€!)
- SR 1 1 n ¥ 2 2

i-1 TP T MY T Ti2Y2
T (1+e,) 1+ey (1+e,)(1+e,)

*
1
(1+si_1)(1+ei_1)
i-1
I (1+e. )
k=1 k

T T PV
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Wij verkorten dit tot

y.
1 _ .1
T+ oL, - i (Lg #6805 )y = (T p%0Lg )y, =eeem (Lyy (#8L:5 )y;

waarbij Lij =m ;e Hieruit volgt (vgl. 4.4), dat onder de voorwaarde

(n+2) ¢ 87 < .1, geldt (wegens L;; = 1)

-t
long | < ol (e 8 1, 12 <in,

_t1
en [8L,.]| < (i-1)8 .

Voor 8L geldt dus elementsgewijs

0 O~ ~--—=------------0
S~ !
Ly [ 312l e T~o |
1 ~< S o 1
lsz] <8 : h||L32I Ttell 0 T~ ’
: | Sl T
| | =
3|Ln1| L Ll ........(n+1)|Lnn I o=
m.a.w. wvegens lLijl <1,
...t1
loul], <& ' max |(3+2)(n-3) +j-1:].
J

M.b.v. differentiren (naar j) vinden we die j waarvoor het meximum bereikt

wordt, nl. j = Egl’ dus

-t -t, 2
(5.4.2) |lowl], <8 1l}a+_3)§n_+_u+%;] -8 1n+ﬁn3

Bovendien geldt blijkbaar ||L||1 < n.

Terugsubstitutie

We lossen nu op (U+§U)¥ = y en passen een analyse toe, analoog aan die bij

de heensubstitutie; dan geldt:



-U. - cee = U.. . + y.
U:Lnxn U11+1x1+1 yl) s
i U..
ii

i=n, n-1, ..., 2,1.

We vinden nu

-t
lou, | < lu, | (n-i+2) 8 !
en
. - 1 ..
IGUij] < IUij] (j-i+3) 8 ', i< j <n,
terwijl
-t -t
lsuj;l <2lules <2y le !
en lsu | < |u Is_t1.
nn nn

Dus voor 8U geldt elementsgewijs:

2\[11“! bugleeees (e u, |

. :
lsu| < 8 .~ Sso :
\\\\ \\\\ hl n-2n—1]
o - \2|Un-1n-1|
\\\
(R T T
Hieruit volgt
2 -t 2 -t
(5.4.3) lsul|, < 2222B g max|U; ;| < =302 g ‘e

(voor definitie van g zie (5.3.5)).

Bovendien geldt blijkbvaar: [|U[|, < gn.

5.5. Samenvatting

Uit voorgaande fouten-analyse volgt

35
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Al +E =1,
1

(L+sL)y = v,

(U+8U)¥ = y.

Dit levert ons:
(L+6L) (U+6U)X = b .

Uitwerken geeft:

(LU+LSU+SL U+SL 8U)X = b,

Stellen we 6A1 =E + L6U + 8L U + 8L 6U, dan geldt, wegens LU = A1 + E,

(5.5.1) (a' + aah)x = v,
Hieruit volgt voor multiplicatieve matrix norm:

1 o
Hea'll < [lell + [1z]] [leul] + [fsL]| [ful] + [fsL]| [lsul],

dus, als we de boven gevonden afschattingen voor de 1-norm invullen:

_t1

32,2 3,02
llsa'||, <8 ' (3n(n-1) + 223020, nvbp =i,

g-t1g 2+6n—32 2
o (n“+3n-2)]

Mits de laatste term kleiner is dan 3n (wat een zeer redelijke aanname is)

krijgen we
-t
llea')], <8

M.a.w. bij de compleet-pivotstrategie geldt

-t
(5.5.2) lea'll, <8 '@ ad+20%) () [[a"]],.



37

Deze bovengrens is zeker niet de best mogelijke en is vermoedelijk een
royale overschatting.

In de praktijk geldt gewoonlijk

-t
||5A1||1 <8 ' 1 £(n) ||A1l|1-

Stellen we

-t
e = a(t,n) = B 1(13-" n3 +%n2) £(n),

dan gaat (5.5.2) over in
(5.5.3) Hea'll, 7 1A', < o

Conclusie

Indien de gegeven matrix A (en dus ook A" = PA) niet exact bekend is
(bijvoorbeeld: indien de elementen meetresultaten zijn), den zal deze
bovengrens voor ||6A1||1 bij redelijke rekenprecisie in de praktijk vaak
veel kleiner zijn dan de (meet-)fouten in de gegeven matrixelementen. Dan
levert Gauss-eliminatie met compleet pitvoten (of, voor niet al te grote
matrices, partieel pivoten) dus een volkomen acceptabel resultast. In
dergelijke gevallen is gebruik van een hogere rekenprecisie (bijv. dubbele

lengte) dus ongegrond.

5.6.Kleinheid van het residu en conditie

Stellen we (vgl. 5.2.1)

(5.6.1) A =PA, b =Pb, SA = PS§A,
dan gaat (5.5.1) over in

(5.6.2) (A+5A) ¥ = b.

Hieruit en uit formule (5.5.3) volgt
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(5.6.3) [eall, /7 [1all, < o << 1.

Wat kunnen we hieruit concluderen omtrent de kleinheid van het residu?

Definiéren we de residuvector als
4"
(5.6.4) §b = Ax - b,
dan volgt uit (5.6.2)
&b = (A+8A) % - (84) % - b = -(84) X.

Dus geldt voor vectornorm en dasrmee consistente matrixnorm (vgl. 3.3 en

3.4)

ny, L18Al] N
(5.6.5) ool < Heall [Ix[] =———[lal| [lx]].
[l

. on a1 N
Aangezien x = A (b+6b), volgt hieruit

[18a]]
[lsv]]< cond (&) (||v||+||sv]]).
[1a
Stellen we (vgl. 3.L4.1)
|16A]]
y = cond (A),
[1A]]

dan krijgen we, mits y < 1,
(5.6.6) lsv]| 7 |]o]] < v/C1=y).

Als de conditie van het stelsel niet te slecht.is (d.w.z. als cond (A)
niet veel groter dan 1 is), dan kunnen we uit (5.6.3) en (5.6.6) concluderen,

dat de gevonden numerieke oplossing X een klein residu heeft, d.w.z.

(5.6.7) cond (A) » 1= ||&b]|| / ||P]] << 1.
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Omgekeerd geldt: als het residu niet klein is, dan is de conditie slecht;
formule (5.6.6) levert dan een ondergrens voor het conditiegetal. Uit
(5.6.5) volgt, dat het residu alleen groot kan zijn, als de gevonden oplos-

sing x groot is, d.w.z. als
%I >> [lel] /7 [lall.

Aangezien ¥ = Aﬁ1(b+5b) = A_1(b-(5A);), hebben we

[all 1%l
—— < cond (A).
Hol [+l 1sall [1x]]

M.a.v. als % groot is, dan is de conditie slecht en (5.6.8) levert dan een

(5.6.8)

ondergrens voor het conditiegetal.
We kunnen (5.6.7) dus uitbreiden tot:

(5.6.9) cond (A) = 1= ||%|| ~ |I6l] 7 |1all=y |levl] / ||o]] << 1.
Of, andersom gesteld:
[1so]| /7 |I6l] >> 87%= |I%]] >> ||o]] / ||al|=> cona (a) >>

Er is nog een derde verschijnsel dat zich alleen kan voordoen bij slechte
conditie, nl. het optreden van kleine pivots. Helaas zijn er stelsels met
zeer slechte conditie, waarvoor geen dezer verschijnselen optreedt, d.w.z.
waarvoor geen kleine pivots optreden en noch de gevonden oplossing noch het
residu verdacht groot zijn. Slechte conditie van een stelsel kan echter
niet verborgen blijven wanneer een numerieke inverse van de matrix van het

stelsel berekend wordt.

5.7. Numerieke matrix-inversie

Vervengen we in (5.6.2) b door de j® eenheids-vector e; (dat is de j°

kolom van I), en noemen we SA nu Kj en de verkregen oplossingsvector ij’

dan gaat (5.6.2) over in
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N
. Te1 A+K.) X. = e.,
(5.7.1) (A+ J) 5 = e
waarbij, volgens (5.5.3) en (5.6.1),
L1l 7 Al < o

L Wy vy ) . -
De matrix X = (X1,...,Xn) is dan een numerieke benadering van A 1.
Voor de residumatrix R = AX - I (vgl. 3.4) geldt dus, volgens definitie van
de 1-norm (zie 2.2)

N "
R = =K. X. . .
1R[], = mex |15 %11, < mee 111 1151

"]
< mex |[x[], max 01, =

(o 1551170 11711, < ol 1411 111,

Dus volgens (3.4.3) geldt, mits of [Al], [[X[[, < 1,

[1al}, 1] | |1al], 1%
(5.7.2) cond ,(A) < & LI 1 1

1 — - v )
1= IR, 1 = effall, 1],

M.a.w. de numerieke inverse X van A, berekend m.b.v. Gauss-eliminatie met
compleet (of voor niet al te grote matrices: partieel) pivoten, levert een
bovengrens voor het conditiegetal van A. Op analoge wijze als in (3.4)

vinden we tevens de volgende ondergrens

Ay 1A
T e IR, Tt allall, 1Y,

(5.7.3) cond 1(A)

Als HI)\{H1 niet al te groot is bepalen (5.7.2 en 5.7.3) de conditie vrij
nauwkeurig. Uit de gevonden grenzen kan men bepalen of de gebruikte reken-
precisie voldoende is.

Passen we heen- en terugsubstitutie toe voor het berekenen van de kolommen
van %, dan zijn hiervoor in totaal nodig n3 bewerkingen (vermenigvuldiging

en optelling of aftrekking). Wegens speciale vorm der rechterleden kan dit
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3

worden gereduceerd tot %-n3, wat samen met de % n~ bewerkingen nodig voor
het berekenen van L en U een totaal van n3 bewerkingen levert.

We zien dus dat het oplossen van een lineair stelsel (met behulp van Gauss-
eliminatie of LU-ontbinding) driemaal zo lang gaat duren, indien ook een
numerieke inverse van de matrix wordt berekend. Dit is een hoge prijs die
men moet betalen, indien men een garantie voor de nauwkeurigheid van de
oplossing wenst. Men kan de bovengrens (5.7.2) verder omlaag drugken door

tevens expliciet de residumatrix R te berekenen. Aangezien dit n~ extra
bewerkingen kost ( dus het proces dan in totaal 6 maal zo lang gaat duren),
is dit niet of slechts bij uitzondering aan te bevelen.

Wel is het nuttig de residuvector horende bij een gevonden numerieke op-
lossing te berekenen, zoals we in het vervolg zullen zien.

Wat betreft het geheugengebruik in een computer blijkt de matrix ¥ tijdens
het rekenen op de plaats van A te kunnen worden opgebouwd, waarbij slechts
€én n-vector tijdelijk als extra werkruimte nodig is. Procedures in ALGOL 60
voor het oplossen van lineaire stelsels en het inverteren van matrices zijn

o.a. gepubliceerd door Dekker (1968) en Wilkinson, e.a. (1965 & 1966).

5.8.Iteratief verbeteren van een oplossing

Indien matrix en rechterlid van een lineair stelsel exact bekend zijn

heeft het zin de oplossing in een voorgeschreven precisie te vregen. Een
machtig middel hiertoe is het volgende iteratieve procédé, mits de conditie
van het stelsel niet al te slecht is.

Bereken eerst startvector xo = % zoals boven geschetst. Dan hebben we volgens
(5.6.2), als k° = 54,

(a+k°) x° = ».
Vervolgens, voor i = 1, 2, 3, ...,

1) bereken de residuvector

rt zAxl-1 - b3

2) 1los op het stelsel

Ay1 L rl;
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3) bereken nieuwe schatting van de oplossing

xi ~ xi—1 _ yi.
Het is van belang de berekening van de residu-vector in dubbele-lengte
precisie uit te voeren. Daarna wordt het resultaat tot enkele lengte af-
gerond. Het berekenen van de correctie yi kan gewoon gebeuren dgor heen-
en terug-substitutie. Volgens (5.6.2) geldt dus exact, als we K' = A

stellen,

(a+k*) y' =

[
2]

waarbij [IKlll1 / l|Al|1

|A

Q.

Zien we even af van de fouten gemaskt in (1) en (3). (Die in (1) zijn
klein vanwege het dubbele—lengte rekenen en die in (3) zijn vrijwel ver-
waarloosbaar sangezien we een oplossing in niet meer dan enkele-lengte

precisie zoeken.) Dan hebben we

i-1
‘x)9

g5 = ) e = )T () = (a+k) ™1 A(x
waarbij x de exacte oplossing is. Dus
i i1 i iy-1 i-1
X -x=x -x -y = (I-(A+K") A) (x =x).

Dus

lx=x]| < []1-(asx) 7l [z

m.a.w. de vectoren x  convergeren naar x als ||I—(A+Kl)-1A|| < 1.

Nu is
1 - (a+d)™ " A = (aekh) 7T (avkt) - (a+xt)" 1 A =

(a1 gL = (eam k)" a7 K
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-1

Daar ||(1+A“Ki)'1|{1 5_(1-||A'1Ki||1)'1, mits ||A Kill1 < 1, volgt hieruit

. |1 |
|11-(a+x)7 Al ], <
-1 1
1- a7k
Aangezien
1 -1 .
AT < T
ESIP
= cond 1(A) ———— < o cond 1(A),
111,

kunnen we concluderen, dat de vectoren x; naar de exacte oplossing x con-
vergeren, mits cond 1(A) niet al te groot is.

Brengen we ook de fouten gemaskt in (1) en (3) in rekenang, dan krijgen

we dat de norm van de fout ||xi-x|l voor voldoend grote i niet veel groter
is dan B “t1 ||x||, mits cond (A) niet al te groot is.

M.a.w. dan levert bovenstaand procédé de oplossing in vrijwel de volle
rekenprecisie.

Als cond (A) te groot is krijgen we geen convergentie (of le uitzondering:
"convergentie" naar een onbruikbaar resultaat), en moeten we dus in hogere
precisie gaan rekenen. Als matrix en rechterlid exact bekend zijn, is het in

zo'n geval zinvol hogere rekenprecisie te eisen.

Wat betreft het schatten van het conditie-getal, het volgende.

Het is hoogst onwaarschijnlijk (maar onmogelijkheid is niet bewezen), dat
tijdens iteratief verbeteren van een oplossing slechte conditie niet aan
het licht komt (nl. door het optreden van een grote oplossingsvector yi
en/of door langzame convergentie van de vectoren xi). In de praktijk laat
men dan ook vask de (vrij dure) matrix-inversie achterwege.

Het aantal benodigde iteraties om de oplossing in vrijwel volle reken-—
precisie te krijgen is meestal vrij klein (bv.. 2 of 3), maar neemt toe
met het conditie-getal. Aangezien de berekening van L en U n /3 bewerklngen
kost en het aantal bewerkingen voor het berekenen van rl, y en x1 onge-
veer evenredig met n2 toeneemt, is voor grote n het iteratief verbeteren
ven een oplossing een betrekkelijk goedkoop proces. (Stap (1) in dubbele

lengte uitgevoerd weegt nog het zwaarst.)
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Mede hierdoor kan het zinvol zijn iteratief verbeteren toe te passen ook
als het rechterlid en/of de matrix niet exact bekend zijn. In dit geval moet
men wel goed in het oog houden, dat de nauwkeurigheid van de oplossing niet
alleen afhangt van het rekenproces, maar ook van de fouten in de gegevens.
Tenslotte zij nog opgemerkt, dat iteratief verbeteren van een oplossing in
de praktijk vask geen noemenswaardige verkleining van het residu oplevert
(zie bijv. Wilkinson (1965, p.258). We hebben nl.

: - -
= 1= TaGH =0 ] < [al] [ x| ],

Dus, voor voldoend grote i is ||ri|| niet veel groter dan B “1 [1al] |lx]]s
mits cond (A) niet al te groot is. Als echter cond (A) ook niet al te

klein is, kan het voorkomen dat ||x|| veel groter is dan ||v|| / ||A]],
zodat het residu dan (net) niet klein genoeg wordt. In een dergelijke
(overigens onwaarschijnlijke) situatie zou men hogere rekenprecisie nodig
hebben. Voor procedures in ALGOL 60 ter oplossing van lineaire stelsels

met iterstief verbeteren, zie o.a. Forsythe & Moler (1967) en Wilkinson,

e.a. (1966).



6. Lineaire programmering
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Voor literatuur zie Gass (1958), Zoutendijk (1960), Dantzig (1963),

Beale (1968), Orchard-Hays (1968), de Leve (1969).

6.1. Inleiding

Het lineaire programmeringsprobleem luidt als volgt:

Maximaliseer de objectfunctie

z Aﬁxjib., i=1,...,m,

x. >0, J=1,...,5n.

De cj, A.. en bi zijn gegeven reéle getallen, de x. moeten worden bepaald.

1J

Voegen we m verschilvariabelen (slack variables) L IVPPRRREE

het gestelde probleem equivalent met:

Maximaliseer
n
z = z c.x
5=1 JJ
onder de voorwaarden
n
'z Aijxj + X 0= D i=1,...,m,
J=1
xj >0 J = 1,00, n4m.
Definiéren we
n+i =0 . i=1,...,m,

I
-

o Cue
I

1= 1,...,m,

n+m

= n+l,...,n+m,

toe, dan is
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dan luidt het probleem in matrix-notatie:

Maximaliseer

onder de voorwaarden
Ax =b , x>0.

Als x aan de voorwaarden voldoet, dan heet x toegelaten (feasible).

Als bovendien z maximaal is, dan heet x optimaal.

Indien b > 0, dan wordt een triviale toegelaten oplossing gegeven door:
x. =0 . J= 1,000,
=b. , i=1,...,m .
Voor het gemak zullen we ons tot het geval b > O beperken.
Stel Av1 ""’Av zijn m lineair onafhankelijke kolommen van A.
m

Indien x toegelaten oplossing is en x5 = 0 voor J ¢ {v1,...,vm}, dan heet

x toegelaten basis oplossing (basic feasible solution).

De kolommen

Av ""’Av heten basisvectoren.
1 m

B = [Av seeeshy ] heet basismatrix.
1 m

Als x, = 0 voor zekere vy dan heet x ontaard (degenerate).
i

Stellingen.

1. De verzameling F van alle toegelaten oplossingen is convex en vormt een
niet-leeg (eindig of oneindig) polyeder in de (n+m)-dimensionale ruimte.

2. De verzemeling van alle toegelaten basisoplossingen is gelijk aan de
verzameling der hoekpunten van F.

3. (3 toegelaten oplossing) » (3 toegelaten basisoplossing).
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L. Indien z naar bovenbegrensd is op F, dan is minstens &&n toegelaten

basisoplossing optimaal. (Optimale oplossing hoeft niet eenduidig te zijn.)

6.2. Simplex-methode

Voor het oplossen van lineaire programmeringsproblemen worden technieken
gebruikt die zijn gebaseerd op de simplex-methode, uitgevonden door
G.B. Dantzig in 1947, zie o.a. Dantzig (1963).

De simplex-methode gaat uit van een toegelaten basisoplossing en berekent

stapsgewijs betere (of althans niet slechtere) oplossingen totdat een op-
timale oplossing is bereikt. Een simplex-stap bestaat uit het uitwisselen

van een basisvector A, tegen een niet-basisvector A (m.a.w. s ¢ {v1,...,vr}).
Dit komt overeen met d& overgang van een hoekpunt van F naar een aanliggend
hoekpunt van F. Normaliter neemt in elke stap de waarde van de objectfunctie
toe. Alleen in geval van ontaarding kan de objectfunctie constant blijven.

7ij

(6.2.1) B=[Av seeesh 1, v
1 m 1 m 1 m

Dan geldt: Bu =b en z = YTu.
We gaan nu Av uitwisselen tegen AS, s ¢ {v1,...,vm} en geven de daarbi]

. ..r
ontstane nieuwe waarden aan met accenten. Dus

(6.2.2) B' = [A ,...,A AL, A ,...,A 1,
Y4 Vpoy 8 r+1 ¥m

T T
m.a.w. B' = B + (As - Br)er met Br = Avr ene = (Ogeees0315,050.4,0)
- . y' =y + - = .
met de 1 op de r-de plaats. Evenzo:y Y (cs yr)er met vy, c\,r

Definiéren we vector w door nTB = yT, dan geldt z = yTu = YT _1b = nTb.

Voor u' geldt

T
yw! = - 1 =
B'u b, m.a.w. {B + (AS Br)er}u b.

Voorvermenigvuldigen met nT geeft:

{WTB + (nTA - wTB )eT}u' = nTb = z.
s r'r
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T T -1

Aangezien ¥ = YTB-1 en mB =Y B B_ = YTer = Y., krijgen we:

r
T, T T
+ - ' = .
Y u (m AS Yr)eru Z
T v _ . .
Wegens eu' = ur s volgt hieruit

T, T
+ - L .
Y u (m As \(r)ur z

Voor de nieuwe waarde z' van de objectfunctie geldt dan

T T
1= T = LIS - ',
z y'u Y u (cs yr)ur
Hieruit volgt: z' - z = -u;(ﬂTAs - cs).
Definilren we S, = mA,. - e5s j=1y.0.,n+m, dan geldt z' - z = -u;Es.

Omdat moet gelden z' > z en u; > 0, kiezen we s z8, dat Es < 0.

Als echter voor alle j geldt: Ej > 0 dan is de oplossing x optimaal.

Stel nu dat een niet-basisvector AS met Es < 0 is gekozen. Welke basisvector
Br moet dan worden uitgewisseld tegen As. Ga hiertoe uit van
B+ (A - B e lu' =b.

s r'r

Vermenigvuldigen met B_1 levert:
{(T+ (@ 'A -8B )elu' =B b = u.
s rr
-1 T ..
Stel y = B AS. Wegens yer = Yps krijgen we dan:
T - "= u .
u' + (yr er)ur u
Hieruit volgt:
'=
Yy “r/yr

en, voor alle k # r,

e = Y T YyUp

Aangezien moet gelden u' > 0, moet r z6 gekozen worden dat Y > 0 en, voor
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alle k # r, hetzij Yy < 0, hetzij uk/yk z_ur/yr.

M.a.w. r moet 2z gekozen worden dat voldaan is aan

= min — .

r yk>0 yk

Als echter voor alle r geldt Y. < 0, dan kunnen we een oplossing met wille-

«
Vv
o

< |

keurig grote waarde van de objectfunctie vinden. Immers, de oplossing x'

gedefinieerd door
xsi =u, - Ayi, i=1,...,m, x; = A, xj =0 voor j ¢ {v1,...,vm,s}
voldoet voor willekeurige A > 0 aan de voorwaarden, terwijl z' = z - XES

de bijbehorende waarde van de objectfunctie is, die dus willekeurig groot

kan worden.

Samenvatting

Een simplex-stap bestaat dus uit de volgende onderdelen:

1) Los op: Bu = b en bereken z = YTu.
2) Los op: BTW = vy.
- _ T
3) Bereken ey =m Aj - 5, \/j ¢ {v1,...,vm}.
Als CVE) Ej > 0 dan is x optimaal en de berekening is klaar.

4) Kies s zo dat Es < 0 (bijv. Es minimaal).

5) Los op: By = AS. Als alle Yy < 0 dan is er geen eindige optimale op-

lossing en de berekening is klaar.
v Y
6) Bepaal r zo, dat y_ > 0 en —= = min — .
T Yr 320 %

T) Verwijder Br uit de basis en voeg As aan de basis toe.

8) Ga naar (1).
Voorbeeld ven Frdberg (1965, p. 313).

Maximaliseer z = —Sx1 + 8x2 + 3x3, waarbij x > 0 en
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5 -1 x, 1
-8 2 X, < L
-12 3 X3 9

Van deze ongelijkheid maken we een gelijkheid door het toevoegen van de

verschilvariabelen xh’XS’x6' Dan hebben we

5 -1 1 0 0 1
A= -8 2 0 1 0 » b=[ 1L
12 3 0 0 1 9

De triviale toegelaten basisoplossing luidt

xT = (0303091a1"’s9)-

Verder geldt: c¢ = T = (5,-8,-3,0,0,0).

Bovendien v, = k, v, = 5, v_ = 6, dus

3
vy’ = 1" = (0,0,0),
u = (1,4,9) en z = 0.

We kiezen s = 2, want T = 8 is negatief en minimaal (zie 4). Wegens

2
-1 ] .
y=B A enB=1Igeldty= A, = -8 | (zie 5). Dus r = 1 (zie 6).
-12
Dit leidt tot:
u
11 28 51
'z — = — ' = - ' = == = - =
Ty T e T e TN T T Uy T Uyt 2

Daar r = 1 en s = 2, verwijderen we B, uit de basis en voegen A2 toe.

5 0 0

n
&
-
o

Dit geeft: B (zie 7). We gaan nu opnieuw itereren
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(zie 8) en de nieuwe waarden worden

a1
g
= - = [ 28
v, =2,v,=5, vy = 6, u= 5 s
2T
5
a1
5
T o (8,0,0), z = (8,0,0) % % (zie 1).
2T
s/

Vervolgens lossen we Op B ™=

-12 m 8
0 ‘ﬂ'2 = 0 R
™
1 3 0
)

dus 7 = (%,0,0), (zie 2).

-8
0 1
0

Daarna berekenen we Ej = ﬂTA. - cj 3 het resultaat is

J

ET = (E%, 0, - g%s %3 0, 0) (zie 3).

dus s = 3.

Oplossing van het stelsel By = As levert:

(zie 5).

v =

wijw

Dus r = 2 (zie 6). We verwijderen nu B, uit de basis en voegen A3 toe

(zie 7). Nu keren we terug nasar (1) en krijgen de volgende nieuwe waarden:
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5 -1 0
Viq =2, V2 =3, \)3 =6, B= -8 2 0 suT = (3:11*93)’ 'YT = ("’8,"‘3’0),
-12 3 1

dus z = YTu = +66 (zie 1).

Oplossen van BTﬂ = vy levert = (20, 2% , 0) (zie 2). Dus (zie 3)

=T (21 23

c 3:0:0320”_2'30)-

Aangezien nu Ej > 0 voor alle j, hebben we een maximale oplossing bereikt.
Deze luidt dus

T
b 4

(0,3,14,0,0,3)
en de bijbehorende maximale waarde van de objectfunctie is 66.

6.3. Praktische uitvoeringen

Er bestaan verscheidene praktische uitvoeringen van de simplex methode,
d.w.z. verschillende progremma's.
Een belangrijk verschilpunt is de wijze waarop de lineaire stelsels opge-

lost worden.

a) Expliciete inverse . In elke simplex-stap wordt B-1 expliciet berekend
3

en in het geheugen bewaard. Een standaard matrix-inversie kost m~ bewer-
kingen (zie 5.7T). De inverse van B' kan evenwel op een veel snellere wijze
uit die van B worden berekend. We merken daartoe op dat B' slechts in &én

kolom van B verschilt (vgl. 6.2.2.):

_ T
(6.3.1) B' = B(I + (y - er) e, ).
Stel

_ T
(6.3.2) E; =1+ (y - er) e, -
Dan geldt

-1 _ 1 T

(6.3.3) E, =1I- - (y - er) e. »
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zodat

(6.3.4) (8")"

-1_-1
= (Ei) B .
Daar E;1 in &&n kolom van de eenheidsmatrix verschilt, vergt de berekening

van (B')_1 uit B! slechts ne bewerkingen.

b) Productvorm van de inverse. Indien we stellen B* = B' en Bl-1 = B, dan

volgt uit (6.3.h4)

iv=1_ =1 -1
(6.3.5) (B)" =E ...E ,

met BC = T (vgl. 6.1).

Formule (6.3.5) is de productvorm van de inverse.

.. . . . . iy=1
In de gelijknamige variant van de simplex-methode slaat men niet (B”)" ,maar

(de relevante kolommen van ) E;T s sse g E;1 in het geheugen OPpP.

Nu worden de vectoren 7' en y' berekend volgens (vgl. 6.2):

(6.3.6) ()T = (T ED

1 1

ee. ET

Tag).

(6.3.7) y' = (E]
Wegens de speciale vorm van E;1 s eoe s E;1, vergen deze formules elk ixm
bewerkingen. Een groot voordeel van de productvorm is, dat, indien de ge-
-1 -1

s eoe 5 B,

geven matrix A schaars is, dan ook de relevante kolommen van E1 3

in de praktijk meestal schaars blijken te zijn.
Dit leidt tot grote geheugen- en rekentijdbesparing. (Dan is nl. slechts

een fractie van ixm bewerkingen nodig).

Bovendien schijnt de productvorm-variant voordeel te bieden bij gebruik
van machines met magneetbanden, zie Zoutendijk (1960). Zoutendijk stelde

voor de berekening van Eé te baseren op de formule (vgl. 6.2)

- T T -
c! = - A +c. .
3 (Tr m™ ) j j

Dit leidt tot een besparing van rekentijd, omdat, voor schaarse A vaak

¢! = Ej blijkt te zijn.

!
J
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Numerieke overwegingen.

Wanneer we de methodes a en b uit het voorgaande nader beschouwen, blijkt
dat ze numeriek equivalent zijn aan Gauss-Jordan eliminatie, waarbij de
pivotkeuze niet gericht is op numerieke stabiliteit, maar op het niet-ne-
gatief houden van de vector u.

De pivot wordtnl. niet gekozen als een maximum-element in zekere sub-kolom
of sub-matrix, maar wordt bepaald door de voorwaarde in onderdeel (6) van
een simplex-stap. We kunnen hierdoor geen algemeen geldende uitspraak

omtrent de stabiliteit van methodes a en b doen.

Men krijgt een stabiel proces door af en toe B_1 (expliciet of in product-
vorm) opnieuw te bepalen; we noemen dit herinversie.

Deze herinversie geschiedt in (hoogstens) m stappen, waarin de verlangde
kolommen in de basis worden opgenomen in een volgorde, die niet wordt be-
paald door voorwaarden (4) en (6) van de simplex-stap, maar uitsluitend

op grond van stabiliteitsoverwegingen. Voor methode b is dit nodig als

i >> m mede om geheugen en rekentijd te besparen. Herinversie is ook aan

te bevelen als de pivot in absolute waarde kleiner dan een zekere tolerantie
is, vgl. Zoutendijk (1960, p.43).Door herinversie kan men bereiken dat de
uiteindelijke oplossing even nauwkeurig is als met Gauss-eliminatie met

partieel pivoten. Desgewenst kan de oplossing iteratief verbeterd worden.

6.4, Methodes van Bartels

In plaats van B~ (expliciet of in productvorm), kan men de LU-ontbinding
van B bijhouden, zie Bartels (1968, 1969a & 1969b).

Volgens onderzoekingen van Bartels blijkt deze methode (alsmede een variant
waarin een enigszins gewijzigde L en U in product-vorm worden bijgehouden)

numeriek stabiel te zijn.

We kunnen B schrijven als : PB = LU, waarin L en U resp. een onder- en een

bovendriehoeksmatrix zijn.

Volgens (6.2.2) hebben we

B' =B + (A -B)eT.
S r r
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Nu heeft L-1PB' de volgende vorm:
r

De r® kolom van U blijkt vervangen te zijn door v = L

PAS. (Dit hebben we
1A = U—1
s

e

toch nodig om y = B” Vv te berekenen). Nu zetten we in B' de r

kolom achterasan. We krijgen nu B', waarvoor geldt:
’\a' .
PB' = LH,waarin H = [U1""’Ur-1’Ur+1""’Um’VJ'

H is een zogenaamde boven-Hessenberg-matrix, dat is een matrix, waarvan

alleen de bovendriehoek en de)aanliggende sub-diagonaal niet nul zijn.
. Vervolgens brengen we H in driehoeks-vorm door middel van Gauss—eliminatie
met partieel pivoten zodat Bu = 1.

Wegens de speciale vorm van H gaat dit relatief snel. Het aantal bewerkingen
is afhankelijk van r (omdat de eerste r-1 elementen van de subdiagonaal

gelijk aan 0 zijn) en gemiddeld m2/6.

We hebben nu:
v -1 vel VN
B'=P LP LU
en na i stappen:

i -1 -1 -1
B* = P] LiP, L, ... P LU.

Deze vorm heet de gewijzigde LU-ontbinding.
Men kan ook B' = P-1LH omvormen tot (P')—1L'U' zodat we dan hebben:

v
P'B' = L'U".

Dit is de expliciete LU-vorm.

Hiervoor blijken gemiddeld m3/6 bewerkingen nodig te ziJjn.
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6.5. Overzicht

Nu volgt een overzicht van de verschillende methodes waarin voor de onder-

delen per simplex-stap het aantal bewerkingen wordt opgegeven.

Klassieke expliciete productvorm expliciete gewijzigde

' simplex inverse inverse LU LU
-1
B A m(n-m) - - - -
-1
B
resp.LU - m2 m —%— m3 % m2
c. =
% n-mn m(n-m) m(n-m) m(n-m) m(n-m)
mA.-c.
Jd
By = A_ - n° im e m2+%im
2
Bu=b» m m m m m
By = Y - m im n® gm2+iim
Totaal =
m(n-m)+ n 2m2+2m 2m+2im %m3+3n2 2m2+im
stabiel - - - + +
schaars - - + + +

In de laatste twee regels is aangegeven of de methode al dan niet stabiel
is en of de methode, uitgaande van een schaarse matrix, tijdens het proces

al dan niet schaarsheid handhaaft.

Opmerking.
Op het Mathematisch Centrum (afdeling Mathematische Besliskunde), is een
Lineair-programmeringsprogramma met product-vorm van de inverse en her-

inversie ontwikkeld.
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T. Lineaire kleinste-kwadratenproblemen

Voor literatuur zie o.a. Businger & Golub (1965), Bjdrck (196Ta, 196Tb &
1968), Bjdrck & Golub (196T7) en Dekker (1968).

T.1. Beschouw het lineaire stelsel
Ax = b,

waarbij A een reéle, m x n matrix, met m > n (d.w.z. aantal vergelijkingen
m > aantal onbekenden n) en b een reéle m-vector is. In het algemeen is er

geen oplossing. Zij de residuvector r gedefinieerd door

(7.1.1) r = Ax - b.

Het kleinste-kwadratenprobleem (least-squares problem) luidt als volgt:

bepaal vector x zd, dat R = ||r||2 = r'r minimaal is.
def
Uit (7.1.1) volgt meteen:

R = xTATAx - 2b7Ax + b'b.

Voor R minimaal moet gelden: R _ 0, 1i=%1, ..., n, maw.

9X.
i
(x"a%a); + (a%ax), - 2(b™A), = 0, i = 1,...,n.
Hieruit volgt direct, dat x gelijk is aan de oplossingsvector van het

stelsel

(7.1.2) Alax = aTp

Dit is de z.g. normaal-vergelijking.

Het kleinste-kwadratenprobleem is hiermee herleid tot een vierkant stelsel
ven de orde n, waarvan de matrix ATA symmetrisch en positief (semi-)

definiet is.

Opmerkingen

1) Als A complex is, dan luidt de normaalvergelijking voor de kleinste-

kwadratenoplossing
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A*Ax = A™b.

De afleiding is evenwel iets anders.

2) Vaask worden aan de vergelijkingen verschillende gewichten Wis eees W

toegekend, m.a.w. de te minimalizeren functie is dan
[wel],

waarbij W = diag(w1, vees wh), dat is de disgonaalmatrix met W , ..., W
op de hoofddiagonsaal.
Dit probleem kan tot bovengenoemd probleem herleid worden door A en b voor

te vermenigvuldigen met W.

3) In een kleinste-kwadratenprobleem kunnen extra voorwaarden voorkomen,
zoals ongelijkheden en gelijkheden, waaraan niet in de zin van kleinste
kwadraten, maar exact moet worden voldaan.

Lineaire ongelijkheidsvoorwaarden leiden tot kwadratische-programmerings-
problemen, waarop we niet nader ingaan.

Op het toevoegen van lineaire gelijkheidsvoorwaarden komen we nog terug.

(zie T.4).

T.2. Slechte conditie normaal-vergelijking

De vorm ven de normaalvergelijking, maakt op het eerste gezicht het gebruik
van de Gauss-eliminatie-methode aantrekkelijk. Immers, wegens het positief
definiet zijn van ATA kan rij- of kolomverwisselingachterwege blijven en
kunnen de pivots op de hoofddiagonaal gekozen worden. Nog beter is de hier-
na beschreven wortel-methode (square-root method) van Cholesky, die de
symmetrie bewaart, en daardoor 2x sneller is (aantal bewerkingen ca.

3 Joor het algemene geval).

1.3, 1
g n- 1.p.Vv. 3 n
Zij M = ATA.

Bereken M = UTU, waarbij U een bovendriehoek is, met:

s, 1=1, ..., n.

i-1
U..=VM. -} g
11 k=1 ki

Merk op, dat U;. > 0, als M positief definiet is,
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Verder:

Ui; = 21 iV Vige 1< 4

Omdat M positief definiet is, voldoet de groeifactor g (zie 5.3.5) bij de
methode van Cholesky aan

g < max |A,.

1sj 13

Deze methode is in de praktijk helaas niet bruikbaar vanwege de slechte
conditie van ATA voor grote n. Het onheil geschiedt niet bij het oplossen

van de normaal-vergelijking, maar bij het vormen van ATA. Voor een vier-

kante matrix A geldt nl.

(7.2.1) condz(ATA) = [condz(A)]2.
Bewijs:
T T T (=1 max(A A)
cond,(a'a) = [[a"all, [1a"a) 7], =
. (A A)
min
terwijl
-1 lmax(ATA)
cond,(a) = [[a]], [1a7"]], =\2REE—r
2 2 2 A (a*a)
min
(zie 2.2).

Deze laatste formule kunnen we uitbreiden tot rechthoekige A door de vol-

gende definitie

(1.2.2) conda(A)

als rang (A) = n, anders cond2(A) = »,

Algemeen hebben we dan dus:

T\ _ 2
cond2(A A) = [condz(A)] .
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Hieruit volgt dus, dat de normaalvergelijking aanmerkelijk slechter ge-
conditioneerd is dan het gegeven stelsel.
Om een bruikbare oplossing te vinden, moet men vask overgaan op dubbele-

lengte rekenprecisie, d.W.zZ. zowel de berekening van ATA als de oplossing

van de normaalvergelijking met behulp van Cholesky geschiedt in dubbele-
lengte. Een andere doelmatige aanpak is orthogonalisatie in enkele-lengte
precisie. Daarbij wordt vorming van ATA, en dus ook kwadratering van het

conditiegetal vermeden.

T.3. Orthogonalisatie

We schrijven de m x n-matrix A als produkt van een orthogonale m x n-

matrix Q en een bovendriehoeksmatrix R van de orde n:
A = QR.

Hoe we dit realiseren, zal later blijken.

De normaal wergelijking gaat over in:
RIQTQRx = R'Q'b = R's,

als s = QTb.

Omdat QTQ = In’ hebben we

RTRx = RTs.

Als we aannemen dat rang (A) = n, dan is R niet-singulier. We mogen dus

voorvermenigvuldigen met (RT)-1 en krijgen dan het equivalente stelsel:

(7.3.1) Rx = s.

Omdat R bovendriehoeks is, is dit stelsel eenvoudig door terugsubstitutie

op te lossen.

Nu geldt condz(ATA) = condz(RTR) = [conde(R)]z. M.a.w. we hebben de normaal-
vergelijking (T7.1.2) herleid tot het veel beter geconditioneerde stelsel

(7.3.1), dat zonder moeite kan worden opgelost.
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Klassieke Gram-Schmidt orthogonalisatie

Laat Ak de k-de kolom ven A zijn voor k = 1, ..., n.

_ _ Sy .2
A= QR Ry = [lAll, =V A

A2 =Q

Dan is:

1R * LRpoe
Voorvermenigvuldiging met Q? levert
T _ T T o _
Qhy = QQRp + Ry = Ryps
T T
want Q1Q1 =1 en Q1Q2 = 0.
Vervolgens wordt berekend
4, =8, - QR Ry = |[G,] ],
2 2 17122 "22 2112
Algemener, voor de k-de stap, k = 1, ..., n, hebben we
Ak = Q1R1k + ... + QkRkk'
Voorvermenigvuldiging met Q? levert
R, = QA ,i=1 k-1
ik - %ifye 2 oeees Ko
dus
G = A = Ry = e - 9 Ry

(7.3.2)

R = &l % = 7 &

Als rang (A) = n, dan R # 0 en na n stappen heeft men de ontbinding
A = QR verkregen. Helaas is dit proces numeriek niet stabiel. Het volgende,

hiermee mathematisch equivalente, proces is dat wel.
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Gewijzigde Gram-Schmidt orthogonalisatie

Zie Bjdrck, (196Ta).

Zij
1

A = A,

We berekenen A? voor j = 2, ..., n, volgens

A% =24

1 .. T
5 5 Q1R1j, waarbij R,. = QJA..

13 1
k+1 .
Algemeen, voor k = 1, ..., n=-1, berekenen we Aj voor J > k volgens

k+1 _ k . . _ Tk
Aj = Aj - QkRkj’ waarbi j Rkj = QkAj'
M.a.w. de volledige formule voor de k-de gewijzigde Gram-Schmidt-stap luidt

voor k = 1, ..., n:

-

k

|4y

Rex s g = ﬁi; Ai ,

(7.3.3) <

Tk k+1 _ .k .
QA5 A A= QR oy § = k1, .o,

Rk

~

Ga na, dat (7.3.3) mathematisch equivalent is met (T7.3.2).

. +
Bij berekening m.b.v. een rekenautomaat wordt Qk geschreven over Ai en A? !

over AX voor J > k, zodat v8dr de k-de stap in het geheugen staat de matrix

k

k
A" = (Qu, eens s A, ti., A
def 1 Qk-1 Ak n

met A1 = A en An+1 = Q.
Het rechterlid b = b wordt op analoge wijze getransformeerd volgens de

formule, voor k = 1, ..., n:

_ ATk _k+1 _ _k
(7.3.4) Sy = ka , b =b - kak.
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Dus QE = s evenals in de klassieke Gram-Schmidt (ga dit na) en QTbn+1 = 0.

Voorbeeld ven P. L8uchli, zie Bjdrck (196T7a, pag.lt), dat het voordeel van

de gewijzigde boven de klassieke vorm aantoont:

.. 2 ~ . . . .
waarbij) ¢ + 1 = 1 i1n de machine-precisie.

Dan
1 0 0
€ -1/Y2 -1//2
Q, = Q, = Qy = s
L O iz 3 0
0 0 1/v2,
T _ AT _ T _
Q1A2 = Q1A3 =1, Q2A3 = 0.
Dus
T = _-£ Ty = __&
U =-7F s YYB =-73
echter:

T s
W3 = 2
d.w.z. Q is verre van orthogonaal.

Nu volgens de gewijzigde Gram-Schmidt:

Q1 en Q2 als boven.

T 2 €
= ’Q2A3=-‘,—§=R23,
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0 0
-€/2 -1
3 1
AT = s Q, = .
3 /2 3776 | _,
€ 2
- - £ -£,q% =

D.w.z. Q is redelijk orthogonaal.

Bjdrck (1967a) heeft een fouten-analyse uitgevoerd en bewezen dat de gewij-

zigde Gram-Schmidt orthogonalisatie stabiel is.

In het bijzonder geldt volgens hem

I - gl ~ 8% 4],

1o - as = o™ | =~ 87| 0] ].

Opmerking. De gewijzigde Gram-Schmidt orthogonalisatie kan geschieden met
kolomverwisseling, d.w.z. in de k-de stap wordt j zo gekozen dat ||A || maxi-
maal is en daarna worden J en k¥ kolom verwisseld. Dit helpt voor het
bepalen van de rang van A, doch maskt voor niet-singuliere A vrijwel geen
verschil wat Dbetreft numerieke stabiliteit.

Householder-orthogonalisatie

De matrix A wordt hier geschreven als A = (Qﬁé)(g), waarbij (Q,a) een
vierkante orthogonale matrix van de orde m is. R is weer een bovendrie-
hoeksmatrix van orde n en 0 de (m-n) X n nulmatrix. Q en R hebben hier
dezelfde betekenis als in beide Gram-Schmidt processen.

n
Het blijkt, dat Q zo gekozen kan worden, dat

(@,8) =P, ... P

waarbij

=1~ 2uku:, k=1, ..., n.
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Hierbij is u  een kolom-vector met Euclidische norm 1, dus

PR T T - 2ug - 2u + by = 1,

m.a.w. Pk is een symmetrische orthogonale matrix (vaak Householder-matrix
genoemd ) .

We stellen
n
A=, X' =p ¥ k=1, ..., n.

Hierbij wordt Pk

zo gekozen, dat de eerste k-1 elementen van w nul zijn
en in de k-de kolom van Xk+1 de elementen onder de hoofddiagonaal nul

worden. Daar de eerste k-1 elementen van w nul zijn, zijn de eerste k-1

kolommen van Xk+1 gelijk aan die van Kk, zodat we na n stappen krijgen

~n+1 _ (R
e (9).
T
QA
(ﬁ)" Kn+1 =P ... P1A = (Qsﬁ)TA = T s
n @A

m.a.w. QTA = R, aTA

Het rechterlid b = B

Hieruit volgt

0.

! wordt op analoge wijze getransformeerd.

Stellen we
n
et = Pk%k, K =1, cvuy 1,
dan vinden we
Q™
¥ -p .. Pb= (0,4 =
n 1 NT
Qb

an+l _ /s
= (y)

T ae NV aT
Wegens Qb = s, mogen we stellen D waarbij s = Q b,

We vinden tenslotte de kleinste-kwadratenoplossing x uit

Rx = s
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. . . N
en het reaidu is gelijk aan ||s]]|.

Opmerkingen. Daar voor niet-singuliere A de ontbinding A = QR met Rjj >0
eenduidig is, zijn r, Q en s hier dezelfde als in beide Gram-Schmidt pro-
cessen. De Householder-orthogonalisatie is dus mathematisch daarmee equi-
valent. Bovendien is Householder-orthogonalisatie even stabiel als de ge-
wijzigde Gram-Schmidt.

Householder's methode is echter iets sneller en vergt minder ruimte, omdat
de vectoren u  en matrix R op de plaats van A opgebouwd kunnen worden,

terwijl bij Gram-Schmidt aparte ruimte (nl. % n(n + 1)) voor R nodig is.

T.4. Iteratief verbeteren

Evenals bij het oplossen van vierkante lineaire stelsels,kan men proberen
een gevonden oplossing (%) van een kleinste-kwadratenprobleem door iteratie
te verbeteren.

Dit kan geschieden na de orthogonalisatie,door de residu-vector in dubbele-
lengte-precisie te berekenen, de correctie door heen- en terugsubstitutie
te bepalen en ; hiermee te corrigeren, Businger & Golub (-1965). Dat deze
methode evenwel niet effectief is, komt omdat het residu niet naar O con-
vergeert. Afronding tot enkele-lengte precisie is in dit geval funest.

Als x de exacte oplossing is, geldt:
||x - X|| < e cond (A)(]|x|| + 1) + e[cond(A)]2||r|| + 0(e2),

zie Golub & Wilkinson (1966).

Een andere ssnpak is die van Bjdrck & Golub (1967) en Bjdrck (196Tb en 1968),
Deze aanpak is ook geschikt voor iets algemenere problemen, waarin de
kleinste-kwadratenoplossing ook nog aan een lineair stelsel gelijkheids-
voorwaarden, Cx = d, moet voldoen (vgl. 7.1 opm. 3).

Het probleem luidt dan: '

Bepaal min el als
r=5b-Ax , Cx = d.

Met multiplicatoren-methode van Lagrange kan dit probleem worden herleid
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tot
0 c A a
(T.4.1) I A r = b .
AT o x 0

Als het stelsel voorwaarden Cx = d ontbreekt (d.w.z. dan hebben we een ge-

woon kleinste-kwadratenprobleem), gaat dit over in

G000

r+Ax =5,

o

lo

M.8.W.

ATr = 0,
welke laastste vergelijking equivalent is met de normaalvergelijking (7.1.2).
Het stelsel (7.4.1) kan m.b.v. Gauss-eliminatie opgelost worden, eventueel
gevolgd door iteratief verbeteren. De norm van de residuvector van dit
stelsel gaat wel naar 0, zodat de oplossing in vrijwel volle precisie ver-
kregen kan worden mits de conditie niet te slecht is.
Vanwege de speciale gedaante van de matrix ven stelsel (7.4.1) kan aan-

zienlijk bezuinigd worden in geheugenruimte en rekentijd.
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8. Eigenwaarden en eigenvectoren

Voor literatuur zie o.a. Faddeev & Faddeeva (1963), Householder (196k4),
Wilkinson (1965), Dekker & Hoffmann (1968) en Dekker (1969).

8.1. Inleiding

Ter inleiding zullen we enige grotendeels recente stellingen vermelden.
Voor de bewijzen wordt de lezer verwezen naar de literatuur. Beschouw een
matrix A van de orde n. We zoeken naar de eigenwaarden A met eigenvectoren
x # 0 zodat geldt:

Ax = Xx.

Dit stelsel heeft dan en alleen dan een oplossing x # 0 als det(A-AI) =
Een veel gebruikte methode voor symmetrische zowel als niet-symmetrische
matrices is de QR-iteratie van Francis (1961) en Kublanovskaya (1961).
Deze verloopt als volgt. Zij

A(O) A,

.

(8.1.1) A(i) = Q(i)R(i) i=0,1,2,...
RECIIMCONE

(1) (1)

voor. Deze ontbinding is altijd mogelijk (b.v. met Gram-Schmidt, vgl.

Hier stelt Q een orthogonale matrix en R een bovendriehoeksmatrix

(7.3), numeriek doet men dit echter anders). Als A niet-singulier is, kan
men voorts R(l)
Uit (8.1.1) volgt meteen A(1+1) = (Q(l)) (1)Q(1), d.w.z. A(l+1) is ge-

(i+1) dus dezelfde

> 0 kiezen en de ontblndlng is dan eenduidig.

lijkvormig met A( i) (en dus ook met A). Dan heeft A
eigenwaarden als A(l) en als A.
De volgende stelling is afkomstig van Francis (1961), zie ook Wilkinson

(1965, p. 517).

(8.1.2) Stelling. Als A een niet-singuliere matrix is, waarvan alle eigen-
waarden verschillende modulus hebben, dan convergeert de rij { (J)} naar
0 voor k > J en naar een eigenwaarde voor k = j, terwijl {]AkJ

een constante convergeert voor k < j.
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*

*
(8.1.3) Definitie. Een matrix A heet normasal als A A = AA .
Hierbij stelt A" de toegevoegd-complexe getransponeerde van A voor.
Eenvoudig is in te zien dat een Hermitische (in het reéle geval: symme-
trische) matrix normaal is..
(i)

(8.1.4) Stelling. Als A normaal is dan is ook A normaal.

Een gevolg van (8.1.2) en (8.1.4) is dat voor een normale, niet-singuliere
matrix A, met eigenwaarden van verschillende modulus, A(l) convergeert naar
de diagonaalmatrix N\ der eigenwaarden Ags eees Ape

(-

Als voor zekere m > 0 geldt (%) = 0 voor k > j+m,dan volgt daaruit %) =0
- J ? J

en dus ook (3+1) = 0. Dit is direct in te zien aan de hand van het

Gram-Schmidt-orthogonalisatie proces. Hieruit volgt meteen:

(8.1.5) Stelling. Als voor zekere m > 0 geldt Akj = 0 voor k > j+m, dan
(i) _ .
geldt Akj = 0 voor k > Jj+m.

Enige toepassingen vindt men in de volgende stellingen.

(8.1.6) Stelling. Als A een Hermitische bandmatrix is met bandbreedte
b = 2m+1 (m.a.w. Akj = 0 voor |k-j| > m) dan is A(l) dat ook.

(8.1.7) Definitie. Een matrix A heet (boven-) Hessenberg-matrix of bijna
(boven-) driehoeksmatrix als Akj = 0 voor k > j+1.

Belangrijke toepassingen van (8.1.5) en (8.1.6) zijn:
Als A een reéle, symmetrische tridiagonale matrix is (d.w.z. bandbreedte = 3)
(1) dat ook.

Merk op: de bandstructuur van een niet-Hermitische matrix blijft niet

dan is A

bewaard.

(8.1.8) Stelling. Als A een Hessenberg-matrix is, dan is A(l) dat ook.

(8.1.9) Definitie. Een matrix A heet diagonaliseerbaar als er een niet

singuliere matrix X en een diagonaalmatrix/\ bestaan zodat A = XAX_1.

(8.1.10) Stelling. Als A een diagonaliseerbare Hessenberg-matrix is, waar-

van alle sub-diagonaal-elementen Aj+1 j ongelijk aan O zijn, dan zijn de
9

eigenwaarden van A enkelvoudig.
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De volgende stelling is afkomstig van Parlett (1968).

(8.1.11) Stelling. Als A een(§§ssenbergmatr1x is waarvan alle Aj+1,j onge-
lijk aan O zijn den nadert A tot blokdriehoeksvorm met 1x1 en 2x2 blok-
jes langs de hoofddiagonaal d.e.s.d. als elke verzameling van eigenwaarden

met gelijke modulus hoogstens 2 evenvoudige en 2 onevenvoudige eigenwaarden

bevat.

8.2. Convergentie, shift

De hierboven beschreven iteratie convergeert slechts langzaam. Als alle
|Ak| verschillend en niet nul zijn dan is de convergentie lineair met de

factor An/kn—1’ waarbij An en An de -in modulus- twee kleinste eigen-

-1
waarden voorstellen, d.w.z.

A

(i+1) ~_'n (i)
(8.2.1) Ann -, .y (Ann - An).

Om de convergentie te versnellen wijzigen we het iteratie-proces (8.1.1)
als volgt:

, (i)I - Q(i)R(i)
(8.2.2) s 1 =0,1,25000 &
A(i+1) - R(i)Q(i) + o(i)I

(i)

De convergentie-factor wordt nu (An-o(l))/(xn_1-0 1)), zodat bij goede

Hierbij is o een schatting van An en heet shift (verschuiving).
keuze van 0(1) de convergentie veel sneller is.
We merken is dit verband op, dat de eerder genoemde Hessenberg-vorm

(in het reéle geval: symmetrische tridiagonale vorm) als voordelen heeft:

1) per QR-iteratie-stap is veel minder rekenwerk (hn2 vermenigvuldigingen)
vereist; ‘

2) de shift o{1)

kan op eenvoudige wijze zo gekozen worden dat c(l) -+ An.

In het navolgende zullen we twee shiftstrategieén bekijken:
(1) _ ,(5)

nn
(1) _ gicntst pij ald)
nn

i) o

2) o gelegen eigenwaarde van
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(i) A(i)

An-1n-1 n-1n

M= .
A(3) A1)
nn-1 nn

In de prektijk blijkt deze laatste shift de beste te zijn.
De waarde van deze strategie komt tot uitdrukking in de volgende stelling
van Wilkinson (1968):

(8.2.3) Stelling. Als A een refle symmetrische tridiagonale matrix is, dan
is de QR-iteratie met shift-strategie (2) convergent, d.w.z. Ai;31 + 0,
dus A(l)
nn
Bovendien is deze convergentie kwadratisch, vaak zelfs kubisch.

convergeert naar een (niet altijd kleinste) eigenwaarde van A.

Als A een Hessenberg matrix is, dan leidt strategie (2) in de praktijk
bijna altijd tot convergentie en als A diagonaliseerbaar is, dan is de

convergentie meestal kwadratisch.

Tegenvoorbeeld. Zij A de volgende permutatiematrix:

0—\— —————— 0 1
AN
1 N 0 '
A= \\\ N : .
O\\ \\\ \\ l
S NN A
\ SN N N
0----2 ~J N0

(o) _ (0)

(0)

(0) =.A en R

blijft invariant en we vinden geen eigenwaarden.

Dan geldt: o is unitair, dus Q =T,

m.a.w. A(1) = A (1

. Dus A

8.3. Reéle matrix met complexe eigenwasarden

In dit geval kan men complex rekenen, maar dit is duur. Aanzienlijk sneller

is de volgende "dubbele" QR-methode: Kies in 2 opeenvolgende QR-iteratie-
stappen beide eigenwaarden van M als shifts. Als © i niet regel is dan

gelat aus oti*1) o 5(1) o 2(42)
tiek kan A(T*2) yip A(1)

blijkt te zijn dan een complexe berekening van A

is weer reéel. D.w.z. met reéle arithme-

berekend worden, hetgeen aanzienlijk goedkoper
(i+1) en A(i+2)
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Ter vergelijking:

Hessenbergmatrix shifts santal vermenigvuldigingen
reéel reédel un
complex complex 16n°
reéel complex 12n2
reéel toegevoegd complex 2lin? (voor 2 stappen)
re€el dubbele QR 5n2 .

Als |A, | < € ||A||] voor voldoend kleine €, dan kan A, = 0 gesteld

J+1,3
worden en de matrix worden onderverdeeld:

Ay A
A= )
0 By

Dit heet deflatie van A.

+1,]

Aangezien de eigenwaarden van 1%1 en 2x2 blokjes direct kunnen worden be-
rekend, is het proces voltooid als A gebracht is op blokdriehoeksvorm
met 1x1 en 2x2 blokjes langs de hoofddiagonaal. Deflatie leidt dus tot
een aanzienlijke versnelling van het proces.

Het benodigde aantal iteraties is in de praktijk ongeveer gemiddeld 3 per
eigenwaarde. Voor ALGOL 60 procedures, zie o.a. Francis (1961), Dekker &

- Hoffmann (1968) en Wilkinson, e.a. (1968 & 1970).

8.4, Conditie van eigenwaarde-probleem

De volgende stelling is van Bauer & Fike, zie Wilkinson (1965, p. 8T).

(8.4.1) Stelling. Zij A diagonaliseerbaar, zodat A = XI\X-1 en U een eigen-

waarde van A + SA, dan heeft A een eigenwaarde Ai’ zodat
Ing=ul < X1 x| l6a]| = cona(x)][eal] .

Bewijs: X-1AX = diag(ki).
Laat U een eigenwaarde zijn van A + SA, dan is de matrix A + SA - uI

singulier. Dan is X '(A+8A-uI)X = X~ '(A-pI)X + X" (SA)X = disg(h -u) + x~sax
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ook singulier.

Er zijn nu twee mogelijkheden:

us= Ai’ dan zijn we klaar;
2) u # A;» dan hebben we:

aiagh -u) + X" (5A)X = aiag(hy-u)(T + aiag(A;-u)” X" (s8)X)
is singulier. Voor elke norm die consistent is met de vectornorm geldt:

als‘I + X singulier is dan ||X|]| > 1.
Hieruit volgt
I diag(Ai-u)-1 X" (sA)x] | > 1,

dus, in het bijzonder voor de spectrale norm:
-1 -1
mse | 037 T oAl 1112,
waaruit volgt:
. -1 _
min sl < 11 Heall, 11301, = conay(0) 184l
qg.e.d.

Omdat de eigenvectoren-matrix X niet eenduidig is definieren we:

(8.4.2) Definitie. Het spectrale conditie-getal t.o.v. het eigenwaarde-

probleem van A is

. -1
vy =min (1l 11711,
XNX™ =A :

waarbij X een eigenvectoren-matrix van A voorstelt.

Stelling (8.4.1) zegt dus dat er een A; ven A is, 206 dat

g-ul < volleal].
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Speciale gevallen zijn:
1) A normasl, dan is Y, = 1, dus een wel-geconditioneerd eigenwaardeprobleem;

2) A niet diagonaliseerbaar, dan is Y, =

We beschouwen nu de conditie van eigenvectoren. Als de eigenwaarden wel-
geconditioneerd zijn, dan volgt daar nog niet uit dat de eigenvectoren
eveneens wel-geconditioneerd zijn. Als 2 eigenwaarden dicht bij elkaar
liggen, dan zijn de eigenvectoren slecht geconditioneerd en in het geval

2 eigenwaarden samenvallen is de richting van de eigenvectoren zelfs onbe-
paald, zie ook Wilkinson (1965, p.63-T2).

(8.4.3) Stelling. Een unitaire transformatie laat het spectrale conditie-

getal t.o.v. het eigenwaardeprobleem invariant.

S B S-1, waarbij S unitair is.

Bewijs: Zij A
- - -1aya—1
XA X7, geldt A = s(s *A xTs)s7,

"o A s,

Daar A

"

dus B

m.a.w. de eigenvectorenmatrix X gaat over in S—1X. Dear S unitair
is geldt: ||x| |2= HS'1X| |2, waaruit de stelling onmiddellijk volgt.
Uit deze stelling volgt dat elke unitaire transformatie, en in het bijzon-

der de QR-iteratie, numeriek stabiel is.

8.5. Householder-transformatie

Literatuur: Householder (1964), Wilkinson (1965, p.290 sqq) en Wilkinson
(1960, p.23-27).

De transformatie van Householder voert een matrix over in een bijna-drie-
hoeksmatrix (Hessenbergmatrix). We schrijven A = A(1) als

(8.5.1) A=SHS-1,

waarbij H de verlangde (met A gelijkvormige) boven-Hessenbergmatrix is
en de orthogonale matrix S het product is van n-1 orthogonale ‘symmetrische

Householder-matrices:
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-
§=P, P, ... P,
T
(8.5.2) < Pr =1+ kru.ru.r s r =1, ..., n-1,
T
u = (0, ...,0, Uy, pt o unr)’

m.a.w de eerste r elementen van u zijn 0.
Pr is blijkbaar symmetrisch en de scalar kr wordt zo gekozen dat Pr or-

thogonaal is, dus

P2 =I+k(2+ku Tu Ju_u T
r r rr r'rr
moet gelijk aan I zijn, d.w.z. kruEur =0 (m.a.w. Pr = I) of het niet-
triviale geval
T =
(8.5.3) kuu = -2.

We kiezen de elementen van u, 286, dat de gewenste nullen ontstasn in de

r® kolom onder de subdiagonaal in

(8.5.4) A1) P A(r)Pr.

(r), T _ ,(r)

()p = al®) iy 2 wu =A
r r rr

(merk op dat p een volle vector is).

(r)u
r

Beschouw A +p uz waarbij p = kr A

De eerste r kolommen van A(r) zijn dus invariant bij rechtsvermenigvul-
diging met Pr.

p al®) o, (0) kuul al™) 2 a(0) Ly qT, vearbij q =k ur AlT)

r rrr r rr

(merk op dat q = (0,...0, Qs +oes qn)), d.w.z. bij linksvermenigvuldiging

van A(r) met P zijn invariant de eerste r rijen en de eerste (r-1) ko-

lommen.
Samenvattend:
links-vermenigvuldiging: A§r+1) = Agr) + u. s i>r
ir ir ir
met g = k 3 A,
9y r z Yir Hp 3

i=r+1
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. e oo (e#1) _ () T . .
rechts-vermenigvuldiging: Aij = Aij + piujr’ J>r,1<r.
De transformatie (8.5.2) geeft dus:

A(r+1) - A(r) +u qT + puT . k2(uTA(r)u Ya ot
T T r r'rr
(8.5-5) (
_ () T T T
= A7 +uwal +pu +kouu,
.. 2 T (e)  _ T _ T
waarbi]j o = krur A u, urp q ur.
Als we verder stellen: ET = q? + krauz = kr(uzA(r) + auz) dan gaat (8.5.5)
over in:
(8.5.6) Alr) ) ura'_T + puz.

Om de gewenste nullen te krijgen moet gelden (met weglating van de boven-

index r):
A. +u. q =0, i=r+2,...,n.
Verder geldt:

A (r+1)

r+1,r * ur+1,rqr = Ar+1,r = br(zeg)'

Kwadrateren en sommeren van deze twee vergelijkingen geeft

n n n
bi =1 A?r *eq ) Uiy * qi ! u?r'
i=r+1 i=r+1 * j=r+1 t
e
Stellen we ) A == dan is dit te vereenvoudigen tot:
i=r+1
n :
be =5 + qr(2 +k uu) T u. A .
r rrr’. irTir
. i=r+1

Volgens (8.5.3) geldt: 2 + kruzur = 0, dus:

b2 = s, m.a.w. b_ =+ V5,
r r -
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Indien s = O,moeten we niet transformeren, m.a.w. P = I kiezen, anders nor-
meren we u z6, dat q. =-1.

Dan hebben we:

u, = Air’ i=1r+2, ..., n,
= -b_ = + /s
Yrtl,r Ar+1,r br A'r+1,r - TB»
T n
- = = . . . - b
2 krurur kr ._z uerlr krur+1,r r
i=r+1
=4 - krur+1,rbr
= 1= L
1kf%+hrr
Hieruit volgt:
kr 41,200 1, m.a.w.

k= 1/(u b)=-1/(s +A Vs).
r r

+1,r

Om wegvallen van cijfers te voorkomen, kiezen we het teken van br =+ /s

tegengesteld aan dat van A, _, zodat we krijgen (sign(x) = 1 als x > O,
b ]

r
anders -1). _
br = —slgn(Ar+1’r) /g.
(8.5.7) L Ar+1,r -b, = Ar+1,r + slgn(Ar+1,r) Vs
ko= W/ (uyy b)) = =1/ (s + o, | V5.

Hierdoor is de transformatie volledig bepaald.
Het aantal benodigde bewerkingen (vermenigvuldigingen en optellingen of

aftrekkingen) voor de Householder-transformatie is voor grote n ongeveer
5.3
30

Terugtransformatie

A(2) A

Laat v een eigenkolom van H =
dan geldt:

en x een eigenkolom van A = zijn,

X = P1 ) Pn_zv-
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Zij nu X 4=V, X = Pr X 41s T F n-2, ..., 1 dan is x = Xqs dus:

Tx
rr+il

(8.5.8) x =P

X =x
r r “r+il

r+1 * kr(u

)ur

(n-1) (1)

. .. T . .. T
en evenzo voor de eigenrij w van A en de eigenrij y van A

T_T p oo, T

= Yur
r y:t'+1 r r+1

T
(8.5.9) Y + kr(yr+1 u Ju .

Symmetrische matrix

(r)

Als A een (reele) symmetrische matrix is, zijn alle matrices A , wegens
het orthogonaal zijn der Householder-matrices Pr’ eveneens symmetrisch.
De resulterende Hessenberg matrix H is dus ook symmetrisch, m.a.w. H is
dan een symmetrische tridiasgonale matrix. Het aantal benodigde bewerkin-
gen (vermenigvuldigingen en optellingen of aftrekkingen) voor de

Householder-transformatie is nu voor grote n ongeveer %-n .

8.6. Berekening van eigenvectoren

We zullen twee methoden behandelen nl. inverse iteratie en berekening mbv.

QR-iteratie.

Inverse iteratie

(0)

vector. Met behulp van Gauss-eliminatie met partieel pivoten lossen we op

Zij A een benaderde eigenwaarde en x een vector ongelijk aan de nul-

(H-AT) y(i) L)
(8.6.1) s 1=0,1,2, ¢«uv .

£ (i*1) - Y(i)/lly(i)||

Als H diasgonaliseerbaar is, dan kunnen we schrijven

(i)
x = ..+
o, @ X,

waarbij x., ..., x, n lineair onafhankelijke eigenvectoren van H zijn

1’
horende bij de eigenwaarden A1,...,An, dus
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(1) N *n

Als: 1) x1 niet te dicht bij Ags woes A ligt,

2) X een goede schatting van Ay is,

3) o, niet ongeveer 0 is,

( .
1

In de praktijk heeft men meestal niet meer dan 2 iteratie-slagen nodig.

1
dan convergeert de rij {x i)}i near x
Wanneer SERYY dan moet men natuurlijk in de iteratie niet twee keer
dezelfde benadering A gebruiken. Door bij de 2e iteratie-slag A kunstmatig
te verstoren met §)\, verkrijgt men als H diagonaliseerbaar is meestal wel
lineair onafhankelijke eigenvectoren; zeker is dit echter niet. Als H sym-
metrisch en re€el is (tridiagonaal), dan is de enige veilige aanpak voor
ongeveer gelijke eigenwaarden de methode van expliciete orthogonalisatie
(gewijzigde Gram-Schmidt). Voor ALGOL 60 procedures zie Dekker & Hoffmann
(1968 , "vecsymtri" voor symmetrische matrices, "reaveches" en "comveches"
voor de bepaling van reele resp. complexe eigenvectoren van asymmetrische

matrices) en Wilkinson, e.a. (1962).

Eigenvectoren-berekening m.b.v. QR-iteratie

Het resultaat van de QR-iteratie is

(8.6.2) H=QuUgq

(1)

ratie en U een blok-(boven)-driehoeksmatrix met 1x1 en 2x2 blokjes op de

waarbij Q het product is van alle orthogonale matrices Q van de QR-ite-
hoofddiagonaal. Door extra rotaties kunnen 2x2 blokjes met reele eigen-
waarden herleid worden tot twee 1%x1 blokjes. We nemen aan dat deze extra
rotaties in Q opgenomen zijn. Op deze wijze verkrijgen we een matrix U,
waarvan alle 2x2 blokjes op de hoofddiagonaal uitsluitend niet-reele
eigenwaarden hebben.

We moeten nu de gevallen onderscheiden dat H symmetrisch is en dat H asym-

metrisch is.
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a) H symmetrisch reéel (en dus tridiagonaal)

In dit geval geldt U = N is de diagonaal-matrix der eigenwaarden en Q
is de (orthogonale) matrix der eiegnvectoren. We moeten dan alleen nog
de kolommen van Q terug transformeren.

Volgens (8.5.1) en (8.6.2) geldt:

A=sHS " =5qN(sQ,

waarin SQ de matrix der eigenvectoren van A is.

b) H asymmetrisch.

Dit geval is te splitsen in:
1) H heeft uitsluitend reele eigenwaarden.

2) H heeft niet uitsluitend reele eigenwaarden.

1) In dit geval is U bovendriehoeks. Als H diagonaliseerbaar is, dan is

U dit ook. De eigenvectoren ven U zijn dan eenvoudig te berekenen uit:

1

U=TNT ',

dus

H=qr A ()7,

m.a.w. QT is matrix der eigenvectoren van H. Terugtransformatie levert
daarna de matrix SQT der eigenvectoren van A.

2) H is asymmetrisch, terwijl niet alle eigenwaarden reéel zijn. Vanwege
de blok-driekhoeksvorm van U moeten nu lineaire stelsels van de orde
k, 2 of 1 worden opgelost. Dit geval is daardoor iets gecompliceerder

dan (b1), echter practisch even stabiel.

De QR-methode is stabieler dan de inverse-iteratie, terwijl tevens
minder geheugenruimte nodig is. Voorts is te bewijzen dat voor een
diagonaliseerbare A altijd lineair onafhankelijke eigenvectoren ge-
vonden kunnen worden. Voor ALGOL 60 procedures, zie Dekker & Hoffmann
(1968, reaqri" voor geval b1) , Hoffmann (1970, "comgri" voor geval b2)
en Wilkinson, e.a. (1970).
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8.7. Equilibratie

(8.7.1) Definitie. Een matrix A heet gedquilibreerd (met betrekking tot

zijn eigenwaardeprobleem) als de (Euélidische) norm van elke rij gelijk

is aan die van de overeenkomstige kolom.

Uit deze definitie volgt meteen dat een symmetrische matrix en een normale
matrix geéquilibreerd zijn.

Als een asymmetrische matrix M sterk afwijkt van de ge&quilibreerde vorm,

dan blijkt de QR-methode niet zo goed te werken.

Osborne (1960) ontwikkelde een procédé om een matrix M iteratief vrij snel
in een nagenoeg geéquilibreerde vorm te brengen. De matrix M wordt d.m.v.

een diagonale matrix D = diag (di) getransformeerd:

(8.7.2) M=DAD .

Om M en A exact gelijkvormig te krijgen, moeten we di als een macht van B
kiezen als g het grondtal 1is van de gebruikte arithmetiek. (Voor een
binaire computer wordt di dus als een macht van 2 gekozen.)

Zij M= M—diag(Mii) en zij r, de i€ rij en e de i% kolom van M voor

i =1,...,n. In elke stap van het equilibratie-proces worden voor zekere
i de Euclidische normen ||ri]|2 en ||ci||2 berekend.

Als deze allebei niet nul zijn, wordt de normeringsfactor

a; =/ Il / el

bepaald en "afgerond" naar de dichtsbijzijnde macht van g. Vervolgens

wordt de rij r. door deze afgeronde factor gedeeld en de kolom c, ermee
vermenigvuldigd. Is daarentegen ||ri||2 of [|ci||2 gelijk aan nul, dan
wordt een verwisseling ven rijen en overeenkomstige kolommen uitgevoerd

20 dat de nulrij of -kolom de eerste of de laatste van de matrix?is, en het
equilibratie-proces wordt voortgezet voor het resterende deel van de matrix.
Op deze wijze worden alle rijen en kolommen in cyclische volgorde afgehan-
deld, totdat de matrix bij benadering gelijk is aan een ge€quilibreerde
matrix.

Het diagonaalelement di van D is dan voor elke i gelijk aan het product
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van de afgeronde normeringsfactoren 0.

Na berekening van de eigenvectoren van A moeten deze nog voorvermenig-
vuldigd worden met D om de eigenvectoren van M te krijgen.

Als matrix M sterk van de geé€quilibreerde vorm afwijkt, kan het voorkomen
dat de eigenvectoren ven M minder goed lineair onafhankelijk zijn dan die

ven A. Voor een ALGOL 60 procedure zie Dekker & Hoffmann (1968, "eqilbr")
of Parlett & Reinsch (1969).
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9. Singuliere waarden en numerieke rang van een matrix

Voor literatuur zie Forsythe & Moler (1967), Businger & Golub (1969) en
Golub & Reinsch (1970).

(9.1.1) Definitie. Onfler de rang van een matrix A verstaan we het aantal

lineair onafhankelijk rijen (of kolommen) van A.

(9.1.2) Stelligg. Iedere mxn matrix A(m > n) van de rang r is te schrijven
als A=1U Z V*, waarin U een mxn matrix is, v een nxn matrix en z een

diagonaalmatrix is, zodat

U'u = VY = In (= eenheidsmatrix ven de orde n)
en ) = diag(c1,...,cn) met

o, > 0 voor i < ren o, = 0 voor i = r+1,...,n.

We noemen Oyseveso de singuliere waarden van A.

Bewijs: Stel dat A in deze vorm te schrijven is. Dan geldt:
A*a = VT* URURV = v 3|2 v,

dus ]°i|2 zijn de eigenwaarden van A*A en de kolommen van V de bijbehorende
eigenvectoren.

Evenzo geldt: A A* = U|Z|2 u*. _

Dﬁs lcilz zijn de n grootste eigenwaarden van A A*en de kolommen van U

de daarbij behorende eigenvectoren. (Merk op: minstens m-n eigenwaarden
van AA” zijn 0). ‘

Zij nu A een willekiurige mxn matrix (m > n) van de rang r. We lossen het

eigenwaarde-probleem op:

*
A AV = VA, waarbij

A = agi > A = = A = 13
dlag(A1,...,An) met 11,J..,Ar 0 en &1 ce n 0, terwijl v

unitair is van de orde n.
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Dan geldt AA*AV = AVA, dus als A # 0 en v een eigenvector van A*A is horen-
de bij A, dan geldt Av # 0. Dit betekent dat de eerste r kolommen van AV,
op een factor na, gelljk zijn aan de eerste r eigenvectoren van AA*,terwijl

de andere kolommen van AV gelijk aan O zijn.

We kunnen dus een diagonaalmatrix D vinden z5 dat di > 0 voor 1 = 1,...,T

en di =0 voor i = r+l,...,n en
UD = AV,

waarbij U de unitaire matrix der eerste n eigenvectoren van AA* is. Hier-
uit volgt D*U*UD = V*A*AV, m.a.w. |D|Z =A, daar U*U = I en VAV =
V*VA =A.

Hieruit volgt D = Z, m.a.w.: UZ = AV, waaruit meteen blijkt dat UZV* = A

q.e.d.

Voor een FORTRAN subroutine ter berekening van Z, U en V voor gegeven
complexe matrix A, zie Businger & Golub (1969); voor een ALGOL 60 proce-

dure voor reele matrix Ayzie Golub & Reinsch (1970).

(9.1.3) Stelling. Als On de kleinste singuliere waarde van A is, dan is
er een E met ||EH2 = 0, waarvoor A + E singulier is.

%*
Bewijs. Wegens (9.1.2) voldoet blijkbaar E = -Uncn(vn) , g.e.d.

(9.1.4) Stelling. Als A + E singulier is en o, de kleinste singuliere

waarde van A is dan geldt
el 2 0.
Bewijs. Zij B = A +.E singulier. Dan bestaat er dus een x met ||x||2 =1

0.
Wegens A*A = (B*-E*)(B-E) = B"B - E'B - B'E + E'E geldt voor deze x dan:

waarvoor geldt Bx

2

02(a) < x*a'hx = '2"Ex = |12 < 118112 |1xl 12 = [1113

q.e.d.
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Uit (9.1.3) en (9.1.4) volgt dus dat de kleinste singuliere waarde o, ge-

lijk is min | l,
A+E singulier

.

Uit het voorafgaasnde volgt ook, dat, indien de singuliere waarden

G qseres0 van A voldoen aan
n

voor zekere € > 0O, dan r = min rang (A+E).

el < e

(9.1.5) Definitie. Onder de numerieke rang van een matrix A met tolerantie

¢ (notatie "rank(A,e)") verstaan we

rank(A,e) = min (rang (A+E)).
[El]l, <€

Merk op dat de kleinste singuliere waarde van een matrix A veel kleiner

kan zijn dan de -in modulus- kleinste eigenwaarde van A.
Voorbeelden.

1) Beschouw:

e\\ 1\\ e\ 1\
A= NN dan is AN \1 singulier,
N \
N n
€ ( e ) \\E

dus o < le|® (tevens = |e|®) en o, ~ 1.

De samenhang met het spectrale conditiegetal vinden we uit:
cond,(A) = 0 /o ~ le|™, immers

-e . —(-e)n
A s terwijl 0 ||A||
-1
11-1 '
13

= ||a” . (zie ook (7.2.2)
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2) Als 1 —\1..--.. 71
\\ N :
AN : -1
A= 0O NN : dan is A
N N N :
AN N N
! N AN \_31
] N N
AEERNEIN
O------- N BN |

-1

2n--‘l

, dus cond_(A) = n . Alle

-(n-1)

Dow.z. ||A]], = n, terwijl |[a7"]|, = 2°
~ 2 .

eigenwaarden van A zijn 1, terwijl .

Als A normaal is geldt blijkbaar

o, (a) = [xi(A)], i=1,...,n.

Opmerking. Omdat de(numerieke) rang van een matrix discontinu en daarom
niet overal berekenbaar is (volgens de theorie van berekenbare getallen)
is het begrip singuliere waarde, of eigenlijk de verzameling singuliere
waarden (01,...,Gn), belangrijker. De singuliere waarden hangen nl. wel

continu van de elementen van A af.

Volgens stelling (9.1.2) is iedere m*n matrix A te schrijven in de vorm

* . .
A= UZV . We generaliseren nu het begrip inverse van een matrix.

9.1.6. Definitie. De gegeneraliseerde inverse (XT) van een diasgonaal-

matrix ) = diag(o ,...,Gn) is de diagonaalmatrix die uit ) ontstaat door

1
de niet-nul elementen te inverteren; de gegeneraliseerde inverse van een

matrix A = UZV* (zie stelling (9.1.2)) is de matrix At = VZ+U*.

Eigenschappen van A*:

1) Als A vierkant, niet-singulier is, dan geldt At - A-1;

2) A A+A = Aen ATAA* = A*;

3) (A7a)* = ATA en (aaT)* = maT;

3

L) A+ hangt niet continu van A af: ihb. als (Ai}i een rij vierkante, niet-
singuliere matrices is, die naar een singuliere matrix A convergeert,

dan convergeert {A;1}i niet naar A+;

5) In lineaire kleinste kwadratenproblemen (zie 7) is de oplossing van
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ATAx = A?b niet eenduidig als A singulier is. We stellen dan, terwille van
de eenduidigheid de extra voorwaarde ||x||2 minimeal. Dan geldt x = A'b.
Het probleem ligt hier ook weer in de bepaling (keuze) van de rang van A.
Dit is vaak een kwestie van smaak of moet op grond van andere overwegingen

gemaskt worden, m.a.w. dit is essentieel een task van de probleemsteller.

Opmerking. Als A Hermitisch, positief semidefiniet is, geldt o, = Ai.

Hier vallen dus singuliere waarden en de U, V-matrices samen met het eigen-
systeem. Dit wordt toegepast in factoranalyse, waar een numerieke rang
en de eigenruimte, opgespannen door de niet-verwaarloosbare eigenwaarden

gevraagd worden.
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